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Sur   la   représentation  cou  forme  ; 
Par    p.    MOIVTEL. 


INTRODUCTION. 

1.  La  représentation  conforme  d'un  domaine  (D),  limité  par  un 
seul  contour  (C)  et  contenu  dans  le  plan  de  la  variable  Z,  sur  un 
domaine  (D')  limité  par  un  seul  contour  (C')  se  ramène  à  la  repré- 
sentation conforme  de  chacun  de  ces  domaines  sur  un  cercle  (d)  de 
rayon  un  limité  par  la  circonférence  (c)  et  contenu  dans  le  plan  des  z. 
La  représentation  est  complètement  déterminée  si  Ton  fait  corres- 
pondre deux  éléments  de  contact  arbitrairement  choisis  l'un  dans  (D) 
et  l'autre  dans  (D'),  c'est-à-dire  si  l'on  considère  comme  éléments 
homologues  deux  points  O  et  O'  intérieurs  à  ces  domaines  et  deux 
directions  OT  et  O'T',  tangentes  à  des  courbes  passant  respecti- 
vement par  O  et  par  O'.  Il  suffit,  dans  les  représentations  de  (D)  et 
de  (D')  sur  (d),  de  faire  correspondre  les  points  O  et  O' d'une  part, 
les  tangentes  OT,  O'T'  de  l'autre,  à  un  même  point  "  du  cercle,  le 
centre,  par  exemple,  et  à  nue  même  direction  <>/  passant  par  ce 
point. 

Joarn.  de  Malk.  (7"  série),  tome  \\\.  —  l'asc.  I,  11117.  ^ 
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C'est  Uieinaiin  (jui  a  montré  le  premier  la  possibilité  d'une  telle 
représentation  (  ').  Appelons  ;  =  F(Z)  une  fonction  faisant  la  repré- 
sentation conforme  de  (D)  sur  (d)  de  manière  que  le  point  O  corres- 
ponde au  centre  o  du  cercle.  Posons  F  (Z)  =  c'  *'^ ,  U  et  V  étant  des 
fonctions  réelles  des  variables  X,  Y(X  -i-  l'Y  =  Z).  La  fonction  U  est 
alors  la  fonction  de  Green  correspondant  au  domaine  (D)  et  au 
point  O;  comme  U  +  i  V  est  analytique,  V  est  une  fonction  associée 
de  U,  elle  est  déterminée  à  une  constante  additive  près;  il  en  résulte 
que  F(Z)  est  déterminé  à  un  facteur  constant  près  de  module  égal 
à  un,  e'';  les  fonctions 

:  =e'?F(Z) 

effectuent,  quel  que  soit  o,  la  représentation  conforme  de(D)  sur  (d) 
de  façon  que  O  et  ose  correspondent,  (juandon  fait  varier  ç-,  le  point:; 
tourne  autour  de  o  d'un  angle  égal  à  la  variation  de  (p.  On  peut  donc 
déterminer  la  valeur  de  '^  de  manière  que  deux  éléments  de  contact 
en  O  et  en  o  se  correspondent  :  la  transformation  est  alors  complè- 
tement déterminée. 

La  démonstration  précédente  montre  que  la  représentation,  quand 
elle  est  possible,  est  complètement  déterminée  par  la  correspondance 
de  deux  éléments  de  contact. 

Mais,  comme  l'a  montré  Poincaré,  on  peut  affirmer,  dans  tous  les 
cas,  qu'il  ne  peut  y  avoir  deux  manières  de  faire  la  représentation 
conforme  de  (D)  sur  (d)  avec  correspondance  de  deux  éléments  de 
contact  (^).  il  est  facile  de  l'établir  :  si  Ton  pouvait  trouver  deux 
représentations  :  =  F(Z),  :'  =  G(Z),  il  en  résulterait  une  relation 
entre  :;  et  :'  fournissant  une  représentation  conforme  non  identique 
de  (d)  sur  lui-même,  de  manière  qu'un  élément  de  contact  en  o  se 
corresponde  à  lui-même.  Nous  retombons  ici  dans  le  cas  précédent  : 
la  représentation  conforme  de  (d)  sur  lui-même  est  unique  dans 
les  conditions  su|)posécs  et  c'est  évidemment  z' =  z.  Donc  F(Z) 
et  Cl  (  Z)  sont  iilrtilicpics. 

2.  Dans  quel  cas  la  représentation  conforme  d'un  domaine  simple- 

(')  f\iEMANN,  Dissertation  inaugurale  (Olùnres  complètes,  p.  4")- 
{')  t'oiNCARÉ,  Acta  niatkeinntica.  l.  IV,  p.  ■?.'.'>\. 
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menl  connexe  (D)  sur  le  cercle  (d)  est-elle  possible?  La  théorie  de 
Kiemann  repose  sur  Texistence  d'une  fonction  de  Grcen  pour  le 
domaine  (D).  Or,  M.  Osgood  a  démontré  l'existence  de  cette  fonction 
pour  tout  domaine  simplement  connexe  dont  la  frontière  ne  se  réduit 
pas  à  un  point  unique  (' ).  La  représentation  conforme  d'un  tel 
domaine  sur  un  cercle  est  donc  possible.  M.  Carathéodory,  en  con- 
sidérant le  domaine  (D)  comme  la  limite  d'une  suite  infinie  de 
domaines  (D„)  pourlesquels  la  représentation  est  possible,  a  démontré 
la  possibilité  de  cette  représentation  pour  des  domaines  simplement 
connexes  très  généraux  (-).  Les  fonctions/,, (;)  qui  donnent  la  repré- 
sentation conforme  de  (d)  sur  (D„)  sont  en  effet  bornées  :  elles 
forment  une  famille  normale  et,  en  appliquant  à  cette  famille  certains 
théorèmes  que  j'ai  établis  précédemment  (')  et  en  introduisant  une 
généralisation  d'un  lemme  classique  de  ^L  Schwarz,  M.  Carathéodory 
obtient  le  résultat  énoncé. 

Je  me  suis  placé  au  même  point  de  vue  :  en  remarquant  que  les 
fonctions  /"«(s)  >'/  J''urs  fonclions  i/H'crsfs  forment  des  familles 
normales,  j'ai  démontré  la  possibilité  de  la  représentation  conforme 
pour  un  domaine  simplement  connexe  quelconque  dont  la  frontière 
ne  se  réduit  pas  à  un  seul  point.  C'est  ce  que  je  montre  dans  le  Cha- 
pitre I  du  présent  travail. 

5.  Considérons  maintenant  un  domaine  simplement  connexe  (D) 
dont  la  frontière  est  (C).  Si  l'on  fait  une  représentation  conforme  de 
l'intérieur  de  (  D)  sur  l'intérieur  du  cercle  (d)  limité  par  la  circonfé- 
rence (c),  la  correspondance  entre  les  points  frontières  est  déter- 
minée. Il  reste  à  étudier  cette   correspondance.  Le  cas  où  le  con- 


(')  Oscoon,  O/i  t/ie  e.iislence  of  (ircc/is  lùmvtion  for  ihc  mosi  gciwial 
simply  cjinncclril  plan  région  [Traiis.   Aiin-r.   Mulli.  Soc.  l.  I.   lyrio,  p.  oio- 

(-)  CAiiA-nitoDoitY,  U/UcrsinhtinLien  iilicr  clir  Koiijorinen  Abbtidiiiigen  vo/i 
feslenctnd  vcrdntlcrliclicn  (icOicIni  (Mail,.    \i,ii,tlcn    l.  LXMI,  rpi'.'.,  p.   107- 

'i44). 

(^)  Sur  les  siiiles  in/i/ties  c/e  fonclio/is  (A /i/ui/cs  sci>'nU/i(/iies  de  l'h'co/e 
Normale,  3"  série,  l.  XXIV,  1907);  Leçons  sur  les  séries  de  polviioines  à  une 
variahle  coniple.ve,  p.  20.  Paris,  Gaulliiei -Villai  s.  1910. 
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tour  (C)  est  formé  par  la  réunion  de  plusieurs  arcs  analytiques  est 
classique  :  la  représentalioa  conforme  est  univo(jue  et  continue  même 
pour  les  points  des  contours,  c'est-à-dire  pour  les  domaines  fermés  (D) 
et  {d).  Le  cas  où  le  contour  {c)  forme  un  seul  arc  analytique  a  été 
traité  par  M.  Schwarz;  celui  où  il  se  compose  de  plusieurs  arcs  analy- 
tiques, par  M.  Picard.  M.  Painlevé  s'est  ensuite  préoccupé  le  premier 
du  cas  où  le  contour  n'est  pas  analytique  :  il  a  montré  que  la  repré- 
sentation est  valable  pour  le  domaine  fermé  en  supposant  seulement 
que  la  tangente  à  la  courbe  (C)  varie  d'une  manière  contirme  ('). 
M.  Carathéodory  a  étudié  le  cas  d'une  frontière  quelconque  (-)  et 
cette  étude  a  été  reprise  à  un  autre  point  de  vue  par  M.  Lindelôf  qui  a 
apporté  des  précisions  nouvelles  (').  Je  me  propose  d'apporter  quelques 
compléments  à  l'étude  de  cette  correspondance  et  de  montrer  qu'elle 
peut  être  faite  en  utilisant  seulement  les  théorèmes  généraux  sur  les 
fonctions  analytiques  et  en  leur  adjoignant  une  proposition  nouvelle. 
Voici  l'énoncé  de  cette  proposition  : 

Soit  ff  {z),  /.,  {:■), . . . ,  /„(-),...,  une  suite  infinie  de  fonctions 
ancdyliques  bornées  dans  leur  ensemble  dans  Vintérieur  dUui 
domaine  connexe  (A).  Si  cette  suite  converge  uniformément  sur  un 
arc  (y)  arbitrairement  petit  du  contour  limitant  le  domaine,  elle 
converge  aussi  unifurniémcnl  dans  tout  domaine  inténcui'  à  (A)  et 
dont  la  frontière  peut  comprendre  des  portions  de  (y). 

La  démonstration  de  ce  théorème  et  de  ses  conséquences  fait  l'objet 
du  Chapitre  IL 

Ce  théorème,  généralisation  nouvelle  d'une  proposition  classique 
de  Weierstrass,  permet,  dans  le  Chapitre  IH,  de  montrer  d'abord  qu'à 

('j  I'ainlevé,  Sur  la  tltéorie  de  la  représentation  conforme  {Comptes 
rendus  Acad.  Se.,  t.  CXll,  1891,  p.  653). 

(-)  Cakathéodory,  Ueber  die  gegenseilii^e  Bczieliung  der  Bander  bei  der 
konfornien  Abbildung  des  Inneren  einer  Jordansclien  Kurve  aufeinen  Kreis 
(Mat/t.  Annalen,  t.  LXXIH,  igiS,  p.  3o5)  et  Ueber  die  Begrenzung  einfach 
zusarnmenhàngendcr  Gebicle  (Math.  Annalen,  t.  LXXIII,  igiS.  p.  3a3). 

C)  Li.NDELOF,  Sur  un  principe  général  de  r Analyse  et  ses  applications  à  la 
i/iéorie  de  la  représentation  conforme  (Acla  Societatis  Scienlianini  Fcn- 
nicœ,  l.  XLVI,  n°  !>■,  iQiS,  p.  1). 
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tout  point  accessible  Z„  de  la  frontière  (C)  correspond  un  point  (>„) 
de  (c)  tel  que  /(=)  ait  pour  limite  Z„  lorsque  z  tend  vers  z„  par  un 
chemin  quelconque  intérieur  à  (d).  On  établit  on  effet  que,  dans  le 
cas  contraire,  f(z)  aurait  pour  limite  Z„  sur  un  arc  de  (r).  C'est 
l'extension  au  cas  d'un  point  accessible  quelconque,  de  la  méthode 
que  M.  Picard  a  fait  connaître  pour  un  point  Z„  commun  à  deux  arcs 
analytiques  distincts  de  (C)  (').  On  déduit  de  ce  qui  précède  l'étude 
du  cas  où  tous  les  points  du  contour  sont  accessibles  et,  en  particulier, 
que  la  représentation  conforme  sur  un  cercle  d'un  domaine  limité  par 
une  courbe  simple  de  Jordan  est  biunivoque  et  continue,  même  pour 
les  points  frontières. 

Le  même  théorème  permet  d'examiner  la  nature  de  la  correspon- 
dance entre  les  points  frontières  pour  les  points  ;„  de  (  c)  tels  que  le 
domaine  d'indétermination  de /(;),  lorsque  j  tend  vers  r^  par  des 
chemins  intérieurs  à  (d),  ne  se  réduise  pas  à  un  point.  Soit  E  l'en- 
semble des  valeurs  limites  obtenues  :  cet  ensemble  qui  est  un  continu 
linéaire  est  la  somme  de  l'ensemble  E^  des  valeurs  limites  de/(:^)  sur 
tout  chemin  aboutissant  en  z^  sans  être  tangent  à  (c)  et  d'un  autre 
ensend:)le  F.  Le  continu  E  forme  un  bout  de  la  frontière  (C  );  sur  ce 
bout,  les  points  \\  de  E„  sont  des  points  principaux-,  et  les  points  de  F 
sont  des  points  accessoires.  Les  premiers  se  distinguent  des  autres 
par  la  propriété  suivante  :  //  existe  une  infinité  de  coupures  du 
domaine  (D)  ayant  pour  limite  le  point  P„  et  dont  chacune  sépare  ce 
point  d'un  point  fixe  arbitrairement  choisi  à  V  intérieur  de  (D)  (-). 

Considérons  une  suite  infinie  d'arcs  de  courbes  {/„),  (/,),  ..., 
(/„),...,  intérieures  à  {d),  aboutissant  en  z„  d'un  même  côté  d'un 
diamètre  passant  en  ce  point  et  telles  que  l'ordre  de  contact  de  ces 
courbes  et  du  cercle  (c)  croisse  avec  n.  Si  E„  désigne  l'ensemble  des 
valeurs  limites  de/(-)  sur  l'arc  (/„),  on  a  les  inégalités 

'^0  =  L'I   =   '^2    -    •    •  •    -   '"«  ^    •   •   •  • 

On  peut  donc  dire  (jue  :  l'ensemble  des  valeurs  limites  de  /{z)  sur 


C)  E.  l'iCAKU,  Cours  à  la  Facullé  des  Sciences  de  Paris  en  1888  et  Traité 
d'Analyse,  i"  édilioii,  l.  11,  1898,  p.  276. 

(-)  Cf.  Carathéodory,  toc.  cit.,  et  Lindelôf,  toc  cil. 
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des  arcs  di'  courbes  (d>oittissaiit  en  ;„  ne  décroît  jamais  quand  aui^- 
mcntc  fordre  du  conlact  de  ces  courbes  et  du  cercle. 

Les  principaux  résultats  de  ce  travail  ont  été  énoncés  dans  une 
Note  insérée  aux  Comptes  rendus  de  V Académie  des  Sciences,  le 
4  juin  1917. 


CHAPITRE  I. 

REPRÉSENTATION  CONFORME   DE   l'iNTÉRIEUR    d'l'N    DOMAINE    SIMPLEMENT    CONNEXE 

SUR  l'intérieur  dïn  cercle. 


4.  Considérons  une  suite  infinie  de  domaines  simplement  con- 
nexes 

(D,),     (D,),     (D3),     ...,     (D„),     ...; 

ces  domaines  sont  des  ensembles  ouverts  de  points.  Les  points  qui 
appartiennent  à  une  infinité  de  domaines  (D,)  forment  l'ensemble 
limite  complet  des  ensembles  (D„);  les  points  qui  appartiennent  à 
tous  les  (D,)  à  partir  d'un  certain  rang  forment  l'ensemble  limite  res- 
treint des  ensembles  (D„).  Si  ces  deux  ensembles  sont  identiques,  on 
dit  que  les  ensembles  (D„)  ont  un  ensemble  limite  qui  coïncide  avec 
chacun  d'eux. 

Les  points  P  qui  appartiennent  à  un  ensemble  limite,  complet 
ou  restreint,  sont  intérieurs  à  une  infinité  de  domaines  (D,)  ;  pour 
chacun  de  ces  domaines  (D,),  on  peut  tracer  un  cercle  de  centre  P  et 
de  rayon  /•,  qui  soit  tout  entier  à  l'inlérieur  du  domaine  (D,);  mais  les 
nombres  /-,  ne  restent  pas  nécessairement  supérieurs  à  un  nombre 
positif  fixe;  une  infinité  d'entre  eux  peut  avoir  zéro  pour  limile,  en 
sorte  que  les  points  P  ne  sont  pas  uniformément  intérieurs  aux 
domaines  auxquels  ils  appartiennent. 

Supposons,  par  exemple,  (pie  le  domaine  (D„)  soit  celui  d'une 
ellipse   dont  les  foyers  soient  les  |)oiiils   -4-1    et    —  i  de  l'axe  des 

abscisses  OX  et  dont  le  petit  axe  soit  égal  à  '-■  L'enseinble  limile  coni' 
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plet  OU  restreint  se  compose  du  segment  (—  i,  -h  i)  de  OX,  mais  les 
rayons  /„  ont  pour  limite  zéro  lorsque  n  augmente  indéfiniment. 

Donnons  encore  un  exemple  dans  lequel  l'ensemble  limite  est  un 
domaine.  Dans  le  carré  o5X$  r,  o<Y^i,  menons  les  segments 
parallèles  à  0\  définis  de  la  manière  suivante  : 

X=:  —  (/,  =1,   2 /'„—>), 

o<Y£i -, 

Pn 

p„  étant  le  «""■"'^  nombre  premier;  le  domaine  simplement  connexe  (D„) 
est  formé  par  les  points  du  carré  qui  n'appartiennent  pas  aux  côtés  ni 
aux  p,i  —  I  segments  précédents.  Tous  les  points  du  carré  appar- 
tiennent aux  D„  à  partir  d'un  certain  rang,  car  tous  les  segments  sont 
distincts;  mais,  pour  cliacun  des  points  du  carré,  le  ravon  /„  a  pour 
limite  zéro  lorsque  iï  augmente  indéfiniment. 

Nous  sommes  ainsi  conduits  à  distinguer  les  points  qui  sont  unifor- 
mément intérieurs  à  une  infinité  d'ensembles  (D,),  c'est-à-dire  les 
points  P,  centres  d'un  cercle  intérieur  à  une  infinité  de  domaines  (D,). 
L'ensemble  des  points  uniformément  intérieurs  à  une  infinité  d'en- 
sembles (D,)  sera  appelé  V ensemble  limite  complet  intérieur  (D(.); 
l'ensemble  des  points  uniformément  intérieurs  à  tous  les  ensem- 
bles (D„)  à  partir  d'un  certain  rang  sera  appelé  r  ensemble  limite 
restreint  intérieur  (Dt,).  L'ensemble  (D,.)  contient  l'ensemble  (D„); 
si  ces  ensembles  sont  identi(jucs,  ils  forment  Venseinhle  limite  inté- 
rieur (Ti). 

Par  exemple,  si  (D„)  est  un  cercle  de  centre  ()  et  de  ravon  i  +  -, 

II 
renscml)le  (D)  est  formé  par  l'intérieur  du  cercle  de  centre  ()  et  de 
rayon  i.  L'ensemble  limite  intérieur  n'est  autre  que  l'intérieur  de 
l'ensemble  limite  des  (D„).  Mais,  dans  les  exemples  donnés  plus  haut, 
l'ensemble  limite  se  compose  d'un  segment  ou  d'un  carré,  tandis  que 
l'ensemble  limite  complet  intérieur  ne  possède  aucun  point. 

ii.    Nous  allons  maintenant  supposer  (pie  les  domaines 

(IJ.).     il>-j,      ...,     (I)„),     ... 
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soient  bornés  dans  leur  cnscinlile,  c'est-à-dire  soient  tous  contenus 
dans  un  cercle  fixe  de  centre  O  et  de  rayon  M.  Soit  f„  (  z)  la  fonction, 
supposée  exister,  qui  fait  une  représentation  conforme  du  cercle  {d) 
du  plan  des  z,  de  centre  o  et  de  rayon  i,  sur  le  domaine  (D„); 
on  a 

|/.(^)|<M. 

Par  conséquent,  la  famille  des  fonctions 

(i)  /i(=),   M^),    •■•,   /«(--),    ■.-, 

holomorphes  dans  le  cercle  C,  est  une  famille  normale  :  de  toute 
suite  infinie  de  fonctions  y„(c),  on  peut  extraire  une  suite  partielle 
convergeant  uniformément  dans  le  domaine  {d)  vers  une  fonction 
holomorphe  qui  peut  être  une  constante.  Soit  donc 

A(î),   A(^),    ...,  />,„(.-),    ..., 

une  suite  partielle,  extraite  de  la  suite  (i),  convergeant  uniformément 
vers  la  fonction  limite  /{:•)  et  soit  (Dy^)  l'ensemble  des  points  du 
plan  Z  qui  représentent  les  valeurs  de  la  fonction  Z  =  f(z).  Cette 
région  ne  se  recouvre  pas  partiellement;  en  d'autres  termes,  si  r,  et  z., 
sont  deux  points  différents  du  cercle  (d),  on  a 

/(--.)  5^ /(^.)- 

Supposons  en  effet  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi  et  que  /(z,)  =/(zn)=  a 
sans  que/(;)  soit  identique  à  a. 
Pour  n  assez  grand,  les  équations 

/>,„(  =  )  =  « 

ont  au  moins  une  racine  voisine  de  z,  et  une  racine  voisine  de  z„.  Si 
l'on  trace  deux  cercles  égaux  de  centres  z^  cl  z.,  et  dont  le  rayon  est 
inférieur  à  la  moitié  de  la  distance  de  ::,  à  z.,  lorsque  //  est  assez  grand 
l'équation  précédente  a  une  racine  z\  dans  le  premier  cercle  et  une 
racine  z'.,  dans  le  second;  les  points  z\  et  z'^  sont  donc  distincts  et  l'on 
aurait 

A.  (^;  )=/>„(-';). 
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ce  qui  est  impossible  puisque  la  fonction  f;J:-)  fait  la  représentation 
conforme  du  cercle  {ri)  sur  le  domaine  (  L)^   ). 

Ainsi,  à  chaque  point  de  (  D^  )  ne  correspond  qu'un  point  de  (d). 
Je  dis  que  la  fonction  /(-)  fait  la  représentation  conforme  de  (of) 
sur(Dy^),  c'est-à-dire  que  la  dérivéey"(r)  ne  s'annule  pas  dans(f/). 
En  effet, y"'(j)  est  la  limite  vers  laquelle  tend  uniformément  la  suite 

/^,(  =  ).    fiXz).      ...,    fijz).      ...; 

et  coinme/"(  -)  n'est  pas  une  constante,  /'{:■)  n'est  pas  identiquement 
nulle.  Si  l'on  avait,  pour  une  valeur  :■„  intérieure  à  C, 

/'(.;„)  =0, 
les  équations 

auraient,  pour  n  assez  grand,  au  moins  une  racine  voisine  de  ;„,  et, 
par  conséquent,  intérieure  à  (d).  Mais  cela  est  impossible  parce 
que,  y^,_(;)  faisant  la  représentation  conforme  de  ((/)  sur  le  domaine 
(DyJ,  sa  dérivée _/)'^(::)  ne  peut  s'annuler  dans  (d). 

Ainsi,  lorsque  (D/)  ne  se  réduit  pas  à  un  point,  /(:■)  effectue  une 
représentation  conforme  de  (d)  sur  (D^  ). 

Je  dis  que  tous  les  points  de  (Df)  appartiennent  à  l'ensemble  limite 
complet  intérieur  (De)  de  la  famille  des  domaines  (D„).  Soit,  en  effet, 
Z„  un  point  de  (D/)  correspondant  au  point  ;„,  intérieur  à  (d),  et 
traçons  un  cercle  (F)  de  centre  Z„  et  de  rayon  i  tout  entier  à  l'intérieur 
de  (1)/);  au  cercle  {T),  la  Iransfoimation  Z  =  /"(;)  fait  correspondre 
une  région  intérieure  à  {d),  contenant  z^  et  limitée  par  un  contour 
simple  (y)  correspondant  à  (F).  Au  contour  (y),  la  fonction  />,„(-) 
l'ail  correspondre  un  contour  {V„)  et,  à  l'intérieur  de  (y),  correspond 
l'intérieur  de  (F,,)  :  en  particulier,  à  j„  correspond  un  point  Zj' ,  inté- 
rieur à  (F„)  et  défini  par  la  relation 

z'o"'=A.(-o). 

Prenons  /i  assez  grand  pour  (pie 

/oui»,  de  Math.  (-•  série),  luiiie  III.  -  Kiisc.  l,  11J17.  9 
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en  tous  les  points  de  (y),  contour  compris;  cela  est  possible  puisque 
la  suite y^i  r  )  converge  uniformément  vers /"(:;)  en  tous  les  points  de 
la  région  (y),  contour  compris.  Traçons  un  cercle  (V)  concentrique 

à  (r)de  rayon--  Tous  les  points  de  (T,,),  pour  //  assez  grand,  sont 
extérieurs  à  (F' )  puisqu'ils  sont  à   une  distance  inférieure  , à   -d'un 

point  de  (T);  d'autre  part,  on  a,  en  faisant  ::  =  :■„  dans  l'inégalité  pré- 
cédente, 

|X«-Z!,"'1<5' 

donc  le  point  Zj"  est  à  l'intérieur  de  {V)  et,  par  suite,  le  cercle  (F') 
tout  entier  est  intérieur  au  domaine  limité  par  le  contour  (F„),  et  par 
suite  est  intérieur  à  (D^  ),  puisque  ce  dernier  domaine  est  simplement 
connexe.  Le  cercle  (F')  appartient  donc  à  une  infinité  de  do- 
maines (D)  )  et,  par  conséquent,  le  point  Z„  appartient  à  (Dt). 

Nous  avons  écarté  dans  ce  qui  précède  le  cas  où  les  ,/">„(^)  o'^'-  pour 
limite  une  constante,  c'est-à-dire  le  cas  où  (D^)  se  réduit  à  un  point  : 
donnons  un  exemple  de  ce  dernier  cas.  Dans  un  cercle  (D)  de 
centre  Z  =  o  et  de  rayon  i,  traçons,  sur  les  rayons  faisant  avec  OX 
les  angles 

I  '2  3  p„  —  I 

o,     — ■>.-,     — ar,     • — 277,  "- 


/'«  l'n  P„  l'n 


p„  désignant  le  «'"""nombre  premier,  des  segments  limités,  d'une  part 
à   la   circonférence   de   rayon    i,   d'autre  part  à   la  circonférence  de 


rayon  - 


(D„)  est  formé  par  les  points  de  (D)  non  situi'S  sur  ces  segments; 
ici,  (D(;)  se  réduit  à  zéro.  Considérons  la  suite  des  fonctions 

A(  =  ),   Ai  =  ),    ...,   /«(  =  ),    ..., 

/„(:■)  faisiinl  la  représentation  conforme  de  (T)„)  sur  (d),  de  manière 
que/„(oj  =  o.  On  peut  extraire  des  ./„(  =  )  une  suite  partielle  conver- 
geant uniformément.  Le  domaine  (D^)  correspondant  ne  peut  com- 
prendre que  (les  points  du  cercle  (D);  si  ce  domaine  ne  se  réduit  pas 
à  un  point,  ces  points  de  (D/)  appartiendraient  à  (Dj.),  ce  qui  est 
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impossible.  Donc  (D^)  se  réduit  à  un  point  et  la  suite  partielle  a 
pour  limite  une  constante  nécessairement  nulle  puisque  /,/o)  =  o.  Il 
résulte  de  là  que  la  suite  des/„(s)  tout  entière  converge  uniformément 


vers  zéro. 


6.  Considérons  maintenant  un  point  Z,,  appartenant  à  (De)  et  pro- 
posons-nous de  rechercher  dans  quelles  conditions  ce  point  fera  partie 
de  l'un  des  domaines  (  D^). 

Le  point  Z„  est  le  centre  d'un  cercle  (T)  tout  entier  intérieur  à  une 
infinité  de  domaines  (D„),  que  nous  appellerons 

(D,.,),     (tV,),     ...,     (Dp^J,     .... 
Soient 

/,„(  =  ),    /,,(c),     ...,    /,,„(;),     ..., 

les  fonctions  de  la  famille  /„(=)  qui  font  la  représentation  conforme 
du  cercle  (ci)  sur  les  domaines  (D^  )  et 

V,,,(Z),     9a,(Z),      ....      ?,,„(Z),      ..., 

les  fonctions  inverses  correspondantes.  Considérons  l'ensemble  des 
points  de  {d)  correspondants  à  Z„,  c'est-à-dire  l'ensemble  des  points 

5(1,=  9(1,  (Z„),  ;|;.^=:cpii.^(Zo),  ...,  ^[i„=:0;i„(Zo),  

Ces  points  sont  à  l'intérieur  de  {d)\  supposons  qu'ils  aient  au  moins  un 
point  limite  :;„  intérieur  à  (rf).  Choisissons  une  suite  partielle  9,,^  extraite 
des  cp^„,  telle  que  'f.,„(Z„)  ait  pour  limite  :;„.  Nous  pourrons,  de  la 
suite  f;,X~-)^  extraire  une  suite  partielle  convergeant  uniformément 
dans  (ûf);  soit 

y>„(-).  A(-),   .■■,  .A„(^)-   ••■- 

cette  suite  et/('-)  la  fonction  limite  supposée  non  constante.  Dans  le 
voisinage  de  ;„,  les  éijuations 

ont  iiiK!  inliniti'  de  racines  (|ui  sont  les  valeurs  :..,^^  pour  //  assez  grand  ; 
comme  ;„  est  iuléricur  à  (//),  il  en  résulte  (|uc 


et  le  point  Z„  appartient  au  domaine  (  D/).  Sif(z)  est  une  constante, 
cette  constante  est  Z„  et  nous  allons  montrer  que  cela  est  impossible. 

Notre  raisonnement  serait  en  défaut,  si  tous  les  points  limites  des  j^j 
se  trouvaient  sur  la  circonférence  (r)  du  cercle  (d).  Nous  allons  voir 
que  cela  ne  peut  se  présenter  que  si,  pour  chaque  suite  partielle  ;,,__  de 
points  jj;.  ayant  un  point  limite  unique  sur  (//),  ce  point  demeure  le 
même  lorsqu'on  remplace  les  nombres  ■3,,^=  o,,  (Z„)  par  les  nombres 
Ci,,  (Z),  Z  désignant  un  point  du  cercle  (F). 

En  effet,  les  fonctions  o^,JZ)  sont  bornées  dans  leur  ensemble 
lorsque  Z  est  dans  (F),  puisque  les  points  représentant  les  valeurs  de 
ces  fonctions  sont  situés  à  l'intérieur  de  (d). 

On  peut  donc  extraire  de  la  suite  o^^^(Z),  une  suite  partielle 

o,,(Z),     cp,,.,(Z) ?v,.(Z),      ... 

convergeant  uniformément  dans  (F)  concentrique  à  (F)  et  de  rayon 
moitié,  vers  une  fonction  holomorphe  ^(Z).  Si  9(Z)  n'est  pas  une 
constante,  les  valeurs  de  cette  fonction  font  la  représentation  conforme 
de  (F')  sur  un  domaine  (y')  intérieur  au  cercle  (d).  En  effet,  la 
convergence  uniforme  a  lieu  en  tous  les  points  de  (F'),  contour  compris, 
aucun  point  intérieur  de  (F')  ne  peut  correspondre  à  un  point  du 
contour  de  (d),  puisque  les  fonctions  9v„(^)  "^  prennent,  dans  le 
voisinage  de  ce  point,  aucune  valeur  représentant  un  point  de  (c).  Il 
résulte  de  là  que  Z^,  qui  est  intérieur  à  (F),  correspond  à  un  point  ;„, 
intérieur  à  (y)  et  par  conséquent  à  (d).  Dans  ce  cas,  le  point  Z„,  nous 
l'avons  vu,  appartient  à  un  domaine  (Dy). 

Reste  le  cas  où  i'(Z)  est  une  constante  z„  ;  si  :;„  n'est  pas  sur  (c), 
cette  hypothèse  est  inadmissible  puisque,  dans  ce  cas,  les  fonctions 
inverses  f.,J :)  donnent  naissance  à  une  suite  partielle  ayant  une 
fonction  limite  non  constante  /{:•),  telle  que  f(:-o)  =  Z„. 

Le  seul  cas  d'exception  est  donc  celui  où  les  fonctions  ç.,  (Z)  ont 
pour  limite  une  constante  dont  le  module  est  égal  à  i.  Ce  cas  ne 
pourra  évidemment  se  présenter  s'il  existe  dans  le  cercle  (F')  un  point 
particulier  P  tel  que  les  points  j  correspondants  soient  tons  situés  à 
l'intérieur  d'un  cercle  (c')  de  rayon  moindre  que  i.  Plus  généralement, 
considérons  l'ensemble  des  points  Z  appartenant  au  domaine  limite 
complet  intérieur  de   la   suite   des  domaines    {D^,,J  et   formant  un 


SUR~LA  REPRÉSENTATION  CONFORME.  l3 

domaine  (f)  d'un  seul  tenant  contenant  Z„.  Si  Ton  désigne  encore 
par  (  r  )  un  domaine  contenant  Z,,  et  limité  par  une  courbe  intérieure 
au  domaine  (F)  et  très  voisine  de  sa  frontière,  (V)  sera  comme  (F) 
un  domaine  d'un  seul  tenant  et  simplement  connexe  comme  tous 
les  (L)„).  Si  les  fonctions  s,,  (Z)  n'ont  pas  pour  limite  une  constante  de 
module  égal  à  l'unité,  les  points  de  (F')  seront  obtenus  à  l'aide  d'une 
suite  /),„(-)  6t  (F')  appartiendra  au  domaine  (Dy)  relatif  à  cette  suite. 

Il  en  sera  en  particulier  toujours  ainsi,  si  le  domaine  (F')  contient 
un  point  P  dont  les  correspondants  :-  sont  intérieurs  à  un  cercle  (c') 
intérieur  à  (c).  Ceci  nous  conduit  à  restreindre  le  choix  des  fonc- 
tions/„(3). 

On  peut  toujours  supposer  que  les  domaines  bornés  (D„)  ont  un 
point  commun  Z  =  o  ;  il  suffit  de  faire  subir  une  translation  conve- 
nable à  ceux  des  domaines  qui  ne  contiendraient  pas  le  point  O.  Dans 
la  suite  des  raisonnements,  nous  pourrons  simplement  supposer  que 
les  points  9„(o),  correspondant  à  O,  sont  tous  situés  à  l'intérieur 
d'un  cercle  (c)  intérieur  à  (c).  Dans  ces  conditions  tout  domaine  (D^) 
contient  O  et  tout  domaine  simplement  connexe  (F)  formé  de  points 
uniformément  intérieurs  à  une  suite  de  domaines  (D„)  et  contenant  O 
appartient  à  un  domaine  (Dy).  En  particulier,  appelons  (D„)  l'en- 
semble des  points  de  (D,,  )  formant  un  domaine  connexe  contenant  O, 
ce  domaine  (D„)  appartient  à  tout  domaine  (Dy),  puisque  toute  suite 
infinie.de  fonctions  /„(:)  donne  naissance  à  une  suite  partielle  con- 
vergeant vers  une  fonction  f(z)  dont  le  domaine  (Dy)  contient  O  et 
par  suite  (D„). 

Supposons  que  la  suite /„(;:)  admette  une  fonction  limite /(;)  vers 
laquelle  elle  converge  uniformément,  el  soit  (D^),  le  domaine  corres- 
pondant à  /(-),  domaine  qui  contient  le  point  O;  tous  les  points 
de  (Dy)  appartiennent  à  (D„)  et  réciproquement;  (Dy)  coïncide 
avec  (D„).  Il  n'existe  d'ailleurs  pas  de  domaine  (D')  contenant  (D„) 
et  formé  de  points  uniformément  intérieurs  à  une  infinité  de  do- 
maines (D„). 

Récipro(|uemeul,  étant  donnés  les  domaines  (D„)  et  la  suitey„(  -), 
puisque  le  domaine  (D,,)  appartient  à  tous  les  (D„),  toute  suite  par- 
tielle extraite  des  /„(:;)  donnera  naissance  à  une  suite  partielle  nou- 
velle dont  la  limite  y(3)  fournira  un  domaine  (Dy)  contenant  (D,,). 
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D'ailleurs,  s'il  n'existe  pas  de  domaine  (D')  contenant  (  I)„)  et  formé 
de  points  uniformément  intérieurs  à  une  infinité  de  domaines  (D„), 
tous  les  domaines  (D^^)  ainsi  obtenus  sont  les  mêmes  et,  par  consé- 
quent, toutes  les  fonctions  /(  :;)  font  la  représentation  conforme  du 
cercle  (^d)  sur  le  domaine  (Dq). 

Si  en  particulier  on  suppose  que  les  points  o  et  O  se  correspondent 
toujours,  en  sorte  que  /"«(o)  =  o,  quel  que  soit  n  et  que  les  directions 
positives  des  axes  des  abscisses  se  correspondent,  c'est-à-dire  que  les 
fonctions  /„(^)  ont  deux  éléments  de  contacts  correspondants,  il  en 
résultera  que  les  fonctions  /{:■)  auront  aussi  en  commun  cet  élément 
de  contact;  comme  chacune  d'elles  fait  la  représentation  conforme 
de  (d)  sur  (D(,),  ces  fonctions  sont  identiques.  Ainsi,  de  toute  suite 
infinie  extraite  des  /'„(:;),  on  peut  tirer  une  suite  nouvelle  ayant  pour 
limite  /"(j);  il  en  résulte  que  la  suite  /ni'-)  converge  uniformément 
dans  (D)  versy'(:;). 

En  effet,  dans  le  cas  contraire,  il  existerait  un  domaine  (D,)  inté- 
rieur à  (D)  et  un  nombre  £  tels  que  pour  chaque  fonction  d'une  suite 
infinie 

./;„(;).   /„jz),    ...,    f„^xz),    ... 

extraite  de /„{:),  il  existeraitunpoint.:  pour  lequel  |/(:;)  —  /^  (r)|>£. 
Alors  il  serait  impossible  d'extraire  de  cette  suite  une  suite  nouvelle 
convergeant  uniformément  vers  _/(:)  dans  (D,  ). 

TJn  cas  assez  simple  est  celui  où  les  ensembles  (Df.)  et  (D^)  coïn- 
cident; dans  ce  cas,  l'ensemble  (  D„)  correspond  à  une  fonction  /(:■) 
limite  de  la  suite  infinie  /„(:■). 

7.  Je  me  propose  maintenant  d'établir  que  tuiit  domaine  sinipLe- 
laciil  conni-xc  (D)  pi'nl  être  représenté  d\iiie  manière  conforme 
sur  lin  cercle  (d). 

Supposons  d'abord  que  le  domaine  (\))  soit  borné  et  appelons  (D') 
IVnsemble  formé  par  les  points  de  (D)  et  ses  [)oints  frontières. 

L'ensemble  fermé  (  D)  est  aussi  borné.  Soit  O  un  point  intérieur 
à  (  I)  ).  "ICnfermons  tous  les  points  de  (D')  dans  des  cercles  de  rayon 
égal  à  -;  il  suffit,  [)Our  couvrir  (U),  d'un  nombre  fini  de  ces  cercles, 
puisque  (D')  est  fermé.  Supprimons  ceux  de  ces  cercles  qui  contiennent 


SUn    LA     nEPIlÉsENT.VTlON'     CONIORMK.  l5 

un  [)oint  frontière  :  la  région  couverte  par  les  cercles  conservés  l'orme 
un  ou  plusieurs  domaines  limités  par  des  arcs  de  cercle  et  l'un  de 
ces  domaines  contient  O.  Appelons  (D„)  le  domaine  simplement 
connexe  limité  par  le  contour  extérieur  de  ce  dernier.  Je  dis  que 
tout  point  P  de  (D)  est  uniformément  intérieur  aux  domaines  (^D,,) 
à  partir  d'un  certain  rang.  En  efï'et,  traçons  une  ligne  brisée 
intérieure  à  (D)  et  joignant  V  et  O  et  soit  o  la  distance  de  cette 
ligne  brisée  à  la  frontière  de  (D).  Lorsque  -  <:^  -■>   le  cercle  (T)  de 

centre  P  et  de  rayon  -  est  intérieur  à  tous  les  (D„);  car,  si  l'on  fait 

déplacer  un  cercle  de  rayon  -  o  de  manière  que  son  centre  décrive  la 
ligne  brisée,  ce  cercle  couvrira  une  région  contenue  tout  entière 
dans  (D„).  Il  résulte  de  là  que  tous  les  points  de  (D)  appartiennent  au 
domaine  que  nous  avons  appelé  (D„).  D'ailleurs,  tout  point  n'appar- 
tenant pas  à  (D)  (extérieur  ou  frontière),  n'appartient  à  aucun  (D„  ) 
à  partir  d'un  certain  rang.  En  résumé,  les  ensembles  (D,)  ou  (D,;) 
coïncident  avec  (Do)  ou  (D). 

Soit  alors  _/"„  (z),  la  fonction  qui  fait  la  représentation  conforme  du 
cercle  (d)  sur  (D„)  de  manière  que  le  centre  :;^o  du  cercle  (d) 
corresponde  au  point  O  et  que  les  directions  positives  de  Ox  et  OX 
se  correspondent.  La  suite  infinie 

converge  uniformément  vers  une  fonction  limiley(;)  ;  cette  fonction 
Z  =  /■(;)  fait  la  représentation  conforme  du  cercle  [d)  sur  le  domaine 
(D)  de  manière  que  le  centre  o  du  cercle  (d)  corresponde  au  point  O 
de  (D  )  et  que  les  directions  positives  de  Or  et  OX  se  correspondent. 
I'>n  effet, /(o)  est  la  limite  des  nombres  /"«(o)  qui  sont  nuls  ;  il  est 
donc  nul.  D'autre  part  /'(:■)  est  la  limite  de  ./'(");  or,  tous  les 
nombres  f'„(o)  sont  réels  par  hypotlièse,  donc  /''(o)  est  réel. 

8.  Nous  avons  supposé  ([ue  le  domaine  (D)  était  borné.  Supposons 
qu'il  n'en  soit  pas  ainsi.  Deux  cas  peuvent  alors  se  présenter  :  ou  ])ien 
'il  existe  dans  le  |)lan  Z  un  point  Q  extérieur  à  (D),  ou  bien  tous  les 
points  du  |)lan  apjiin  tiennent  à  (  D)  ou  à  sa  frontière,  c'est-à-dire 
appartiennent  à  (D). 
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Dans  le  premier  cas,  une  transformation  homographique,  effectuée 
sur  la  variable  Z,  permet  de  remplacer  le  point  Q  par  le  point  à 
l'infini  du  plan  Z  et  le  domaine  (D)  par  un  domaine  (A)  borné.  Si 
l'on  fait  la  représentation  conforme  de  (A)  sur  le  cercle  {d)  à  l'aide  de 
la  fonction  /'(-),  la  transformation  homographique  inverse,  effectuée 
sur/(r),  donnera  la  représentation  cherchée. 

Supposons  maintenant  que  tous  les  points  du  plan  appartiennent 
à  (D')  et  soit  O  un  point  de  (D).  Nous  pouvons  définir  comme  pré- 
cédemment un  domaine  (D„)  simplement  cimnexe  contenant  O  :  nous 
traçons  pour  cela  autour  de  chaque  point  de  (D)  un  cercle  de 
rayon  -,  et  autour  du  point  à  l'infini,  que  nous  pouvons  toujours 
supposer  appartenir  à  la  frontière  de  (D)  en  faisant,  au  besoin,  une 
transformation  homographique  sur  Z,  un  cercle  (r„)  de  rayon  «  ayant 
son  centre  au  point  O.  Les  points  de  (  D')  intérieurs  à  (  r„)  sont  inté- 
rieurs à  un  nombre  fini  des  cercles  précédents.  Supprimons  ceux  de 
ces  cercles  qui  contiennent  un  point  frontière  :  la  région  couverte  par 
les  cercles  restants  forme  un  ou  plusieurs  domaines  limités  par  des 
arcs  de  cercle  et  l'un  de  ces  domaines  contient  le  point  O.  Appelons 
(D„)  le  domaine  simplement  connexe  limité  par  le  contour  extérieur 
de  ce  dernier.  Tout  point  de  (D)  est  uniformément  intérieur  à  (D„) 
pour  //  assez  grand.  Les  fonctions  fn{~-)  sont  maintenant  holo- 
morphes  dans  (t/),  mais  non  bornées.  Prenons  sur  la  frontière  de  (D) 
deux  points  distincts  a  et  ^i.  Les  fonctions  /'„(;)  admettent  dans(</) 
les  deux  valeurs  exceptionnelles  a  et  p  ;  on  peut  leur  appliquer  les 
théorèmes  que  nous  avons  utilisés  pour  les  fonctions  bornées  (');il 
en  résulte  que  la  suite /„(s)  converge  uniformémenldans  (f/)  vers  une 
fonction  limite  f{z)  qui  fait  la  représentation  conforme  de  ( //) 
sur  (D).  Ce  raisonnement  suppose  (|ue  la  frontière  de  (  D)  contienne 
au  moins  deux  points. 

En  définitive,  tout  domaine  simplement  connexe  peut  être  repré- 
senté d'une  manière  conforme  sur  un  cercle. 

(')  Voir  P.  MoNTEL,  Sur  les  familles  de  fonctions  analyUijues  qui  admeUenl 
des  valeurs  exceplionnclles  dans  un  domaine  (Annales  de  i'Hcole  Normale^  ' 
3°  série,  l.  XXIX,  1912,  p.  496)  et  Sur  les  familles  normales  de  fondions 
anal/li(/ues  {Annales  de  l'École  Normale,  3"  série,  t.  XXXlll,  1916,  p.  242), 
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9.  Voici  quelques  exemples;  on  peut  prendre  pour  D  un  cercle  de 
centre  O  dont  on  a  enlevé  les  points  d'un  rayon  OA  ;  soit  encore  un 
cercle  de  centre  O'et  de  rayon  un  ;  sur  chaque  rayon  faisant  avec  OX 
l'angle  ±  -  enlevons  les  points  situés  sur  un  segment  ayant  une  extré- 
mité sur  la  circonférence  et  l'autre  à  la  distance  -  du  point  O,  enle- 
vons aussi  les  points  situés  sur  le  rayon  OX.  Le  domaine  restant  (  D) 
peut  être  représenté  sur  un  cercle. 

Faisons  dans  le  plan  Z  une  coupure  limitée  à  deux  points  A  et  B 
distincts  quelconques  :  on  peut  représenter  sur  un  cercle  le  domaine 
restant  (D).  On  suppose,  bien  entendu,  que  la  coupure  ne  morcelle 
pas  le  plan. 

Considérons  la  courbe  de  Cor  nu  définie  par  la  relation 


Z    r  /     e"'  ds, 


S  désignant  l'arc;  un  cercle  d  ^  rayon  —  dont  le  centre  est  le  point /(.s) 
décrit,  lorsque  .v  varie  de  —  ^  à  +x  ,  un  domaine  simplement  con- 
nexe que  l'on  peut  représenter  sur  un  cercle.  Il  en  est  de  même  du 
domaine    limité     par    l'axe     OX,      les    droites      X  =  ±i      et      la 


courbe  1'  =  i  +  sin-  ^  ^'vec  —  i  5Xi  -+-  i 


CHAPITRE  il. 

VALRURS    LIMITES    u'UME    PONCTION    IIOLOMORPIllî    l'OUll    LN    l'OINT    FRONTlisUi: 


10.  Avant  d'aborder  l'étude  de  la  correspondance  entre  les  points 
frontières  du  domaine  simplement  connexe  (D)  et  ceux  de  la  circon- 
férence (c),  je  rappellerai  quelques  résultats  que  j'ai  déjà  établis  sur 
les  valeurs  limites  des  fonctions  dans  un  angle  et  je  démontroiai 
quelques  résultats  nouveaux. 

Considérons  un  angle   AOBelune  fonction  /(:)   bornée  dans  le 

secteur   limité   par   les   côtés   OA,    i)V>   et   l'arc   de  cercle  AJ},,   de 

centre  O. 

•i 

Journ.  de  Matli.  (■)'  série),  lomc  III.  —  l'use.  1,  "gi?-  ^ 
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Sif{z)(i'nd  vers  la  valeur  y.  sur  le  rayon  Oh  intérieur  au 
secteur,  /(z)  tend  uniforménienl  vers  a  dans  tout  secteur  A' OB' 
intérieur  au  premier  lorsque  z  tend  vers  o. 

Nous  pouvons  toujours  supposer  que  :;  =  o  au  point  O  et  que 
OA„  =  OB„=i.  Traçons  les  arcs  de  cercle  de  centre  O,  de  rayons 

i^  I,  1,  ...,  1,  etc.  Ces  arcs  coupent  la  droite  OA  ( Jig.  i)  aux  points 

Ao,  A,,  A,,  ...,  A„,  ...;  la  droite  O  Baux  points  B„,  B,,B2,  ...,  B„,  ...; 


les  droites  O  A'  et  OB' respectivement  aux  points  A,',,  A,,  .  . . ,  A^,,  . . ., 
et  B„,  B'j,  . . . ,  B^,,  . . . ,  et  la  droite  OL  aux  points  L„,  L, ,  . . .,  L„,  .... 
Appelons  A„  le  domaine  limité  par  les  droites  OA,  OB  et  les 
arcs  A„B„,  h.„+.^^n+-i  et  A^,  le  domaine  limité  par  les  droites  OA',  OB' 
et  les  arcs  A„+,  B,j^.,,  A„+aB„+o  et  posons 


/n{z)^/ 


IiOrs(pie  r  et  dans  A,,  le  point   -^  est  situé  dans  A„  et  commey'(r)  est 

Ijorné  dans  le  secteur,  les  fonctions  /„(-)  sont  bornées  dans  le 
domaine  A,  ;  ces  fonctions  forment  une  suite  normale  dans  le 
domaine  A', ,  intérieur  à  A, .  Or,  elles  convergent  vers  a  en  tous  les  points 
du  segment  LaL^,  puisque/„(;)  prend  sur  ce  segment,  les  mêmes 
valeurs  que /'(r)  sur  le  segment  I^„+,L„+2.  Il  en  résulte  que  la  suite 
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converge  uniformément  vers  a  pour  tous  les  points  de  1\.   En  d'.iutres 
termes,  pour  /i  >/>,  on  aura 

pour  tous  les  points  de  A',.  Or,  si  ::  est   dans  A|,|r|   est  inférieur 

à  -  et    — ^-  est  inférieur  à  o  =  —  ;  donc,  si 

2       1  ■i"-'  I  2''  ' 

on  a 

à  l'intérieur  de  A'OB'. 

11.  La  démonstration  s'étend,  presque  sans  modification,  au  cas 
où  l'on  remplace  le  rayon  OL  par  une  courbe  tout  entière  à  l'intérieur 
de  A  013  et  aboutissant  en  O  ou  par  un  continu  quelconque  intérieur 
à  AOIj  et  contenant  O  ;  en  d'autres  termes  : 

Si.,  lorsque  z  tend  vers  o  en  denieuranl  sur  un  ensemble  parfait 
continu  quelconque  contenant  O  et  dont  tous  les  points  autres  que  O 
sont  intérieurs  au  secteur,  f{z)  a  pour  limite  a., /(z)  tend  unifor- 
mément vers  a  dans  tout  secteur  A'OB'  intérieur  au  premier, 
lorsque  z  tend  vers  o.  En  particulier,  le  lontinu  peut  être  une 
courbe  simple  (  '  ). 

Soient  ()  A' et  OB' deux  droites  contenues  dans  le  secteur  AOB  et 
telles  que  la  courbe  ou  le  continu  OL  soit  à  l'intérieur  de 
l'angle  A'OB' lorsque  :  est  dans  le  secteur  A„OB„.  Supposons  par 
exemple  qu'il  s'agisse  d'une  courbe;  il  existe  un  arc  /„  de  cette  courbe 

(')  J'ai  (lémonlré  le  ihéorème  relatif  au  rajon  OL  dans  le  Mémoire  :  Sur  les 
fainilles  de  fonctions  anaty tiques  qui  admettent  des  valeurs  cxceptionneltes 
dans  un  domaine  {Ânnates  de  l'Ecole  Normale  supérieure,  l.  XXIX,  191'', 
p.  5f9).  Ce  théorème  a  été  généralisé  par  M.  Lindeliif  en  remplaçant  la  droite  OL 
par  une  courbe.  Voir5«/-  un  principe  général  de  l' Analyse  et  ses  applications 
à  la  tliéorie  de  la  représentation  conforme  {Acla  Socielalis  Scienliaruni  Fen- 
nicœ,  t.  XLVI,  191.5,  p.  10).  ^L  Lindeliif  s'occupe  aussi  du  cas  où  la  courbe  OL 
a  des  points  comiruins  avec  OA  ou  OB.  Je  laisserai  de  côté  celte  livpollièse 
parce  que  je  n'aurai  pas  à  l'introduire  dans  la  sujle. 
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qui  est  tout  entier  dans  A'„  et  dont  les  extrémités  sont  l'une  sur  A^^^^  B),^, 
et  l'autre  sur  Aj,^,,B^,^,.  Il  suffit  pour  obtenir  un  arc  tel  que  /„  de 
prendre  un  point  delà  courbe  situé  à  l'intérieur  de  A„  et  de  se  déplacer 
successivement  dans  l'un  et  l'autre  sens  sur  la  courbe  jusqu'à  ce  que 
l'on  rencontre  un  point  L,,^.,  et  un  point  L„^.o  de  la  frontière  de  A,^.  Ces 
points  ne  pouvant  être  sur  les  droites  OA'  ni  OB'  sont  sur  les  arcs  de 
cercle  précédents.  Lorsque  :•  est  sur  l'arc  /„,  le  point  2"~'r  est  sur  un 
arc  À„  situé  dans  A'j  et  joignant  un  point  de  A'..  B.,  à  unpoint  de  A',  B'3. 
Les  arcs  À„  ont  pour  limite  un  continu  A,  puisque  les  points  limites 
des  À,j  sont  au  moins  au  nombre  de  deux,  l'un  sur  A',  B.,,  l'autre  sur 
A'jB'j.  En  tout  point  ;„  de  A, /„{:•)  converge  vers  a;  en  eflét  lorsque  /i 
est  assez  grand,  r,,  est  voisin  d'un  point  ::„  de  /V„  tel  que 

l/„(=„)-a|<£; 

or,  à  l'intérieur  de  A,,  lesfonctions/"„(^)  sont  uniformément  continues, 
on  peut  donc  supposer  que  ;„  est  assez  voisin  de  z„  pour  que 

|/«(^%)-/„(-v,)I<î; 
il  en  résulte  que 

\f„{z„)-a\<;e, 

quel  que  soit  £,  pour  n  assez  grand.  En  tout  point  de  A,  qui  comprend 
une  infinitéde  points,  la  limite  de  /„(;)  est  a;  il  en  résulte  comme  plus 
haut  (|ue  la  suite  f„(z)  converge  uniformément  vers  a  dans  A'^  et  la 
conclusion  est  la  même. 

On  voitque,  pour  la  validité  du  raisonnement,  il  suffit  que  l'ensemble 
limite  A  ait  une  infinité  de  points.  On  peut  donc  renqilacer  la 
courbe  OL  par  un  continu  quelconque  ou  même  par  un  ensemble 
dénombrable  convenablement  clioisi.  Dans  le  cas  du  continu  on 
prendra,  par  exemple,  pour  /„  l'ensemble  des  points  de  ce  continu 
contenus  dans  A^, ;  /„  a  au  moins  un  point  sur  chaque  arc  de  cercle  de 
centre  O  et  contenu  dans  A^,,  donc  A„  et  par  suite  X  ont  au  moins  un 
point  sur  chaque  arc  de  cercle  de  centre  O  et  contenu  dans  A,.  On 
aurall  pu  raisonner  de  la  même  manière  dans  le  cas  de  la  courbe. 

12.  Appelons  maintenant  valeur  excepliortnclli;  de  J\z),  toute 
valciii'  a  qui  n'est  prise  qu'un  nombre  fini  4e  fois  pary(v)  lorsque  z 
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reste  à  l'intérieur  du  secteur  A|,OB„.  Supposons  que  sur  un  rayon  OL 
contenu  dans  AOB,  Tune  des  valeurs  limites  de  /(s)  soit  une  valeur 
exceptionnelle  a  :  je  dis  que,  sur  tout  autre  rayon  OL',  a  sera  aussi  une 
valeur  limite.  En  d'autres  termes,  on  peut  énoncer  le  tliéoième 
suivant  : 

L'ensemble  des  valeurs  limites  exceptionnelles  est  le  même  pour 
deux  rayons  issus  de  O  intérieurs  à  AOB  ou  pour  deux  courbes 
quelconques  issues  de  O  et  contenues  dans  un  secteur  A' OB'  mté- 
rieur  à  AOB. 

Soit,  sur  le  rayon  OL,  une  suite  de  points 


tels  que  lim/'(j„)  =  a,  a  étant  une  valeur  exceptionnelle  de  ./(-)• 
Posons 


/«(^)-/(^'=) 


et  traçons  un  domaine  A,  B'|BjAÎ  limité,  d'une  pari,  [)ar  deux 
rayons  OA',  OB' intérieurs  à  AOB,  aussi  rapprochés  (pion  le  veut 
de  OA  ou  de  OB  et  contenant  OL  et  OL';  d'autre  pai  t,  par  deux  arcs 
de  cercle  de  centre  O  et  équidistants  de  r,  ;  à  ce  domaine  A,,  la  lians- 
formalion 


fait  correspondre  pour  le  point  ;'  un  domaine  scmblahle  A,  contenant 
le  point  3,„  correspondant  au  point  ;,.. 

Toute  suite  extraite  des  /„{'■)  donne  naissance  à  une  suite  partielle 
ayant  une  limite  /(;)  dans  A,;  y  { ::,  )  est  égal  à  a,  puisque/„(r|)=/(^„). 
Or',  a  étant  une  valeur  exceptionnelle,  les  équations  y,/;)  =  a  n'ont 
(ju'uu  nomlue  limité  de  racines  dans  A,;  donc  _/'(;)  ne  peut  pniidre  la 
valeur  y.  (pie  si  cette  fonction  est  la  constante  a  ('V  Toute  suite  par- 
tielle convergente  extraite  de  la  suite/„(:;)  a  donc  pour  limite  a;  il  en 

(  '  )  Voir  F.  M(iN  ;  Kl..  Sur  les  fondions  holoniorplifs  (jiii  admi'llcnl  des  valciii  s 
exceplionitellcs  dans  lai  donuiinc  {Annales  de  l'Ecole  .Yornidie.  i.  \\l.\, 
1912,  p.  490), 
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résulte  que  la  suite  /„(:■)  elle-même  converge  uniformément  vers  a 
dans  le  domaine  A,. 

Désignons  par  "C,  le  point  de  rencontre  de  OL'  avec  le  cercle  de 
centre  O  et  passant  par  r,  et  soit 

"1 
le  point  Cm  situé  sur  OL',  est  dans  le  domaine  A„  et 

/(?„)=/«(;,); 

comme  la  suite  /„("(,)  converge  vers  a,  on  voit  que  la  suitey'(ç,()  con- 
verge vers  a,  lorsque  n  augmente  indéfiniment,  "(„  tendant  alors  verso 
comme  z„. 

Soit  maintenant  OL'  une  courbe  contenue  tout  entière  dans  l'angle 
A' OB';  désignons  par  ^„  le  point  de  rencontre  de  cette  courbe  avec  le 
cercle  de  centre  O,  passant  par  :-,,,  ou  l'un  des  points  de  rencontre 
lorsqu'il  y  en  a  plus  d'un.  Le  point  5„  est  dans  A„  et  le  point 


est  situé  dans  A,  ;  on  a  d'ailleurs 

La  suite  /■„(:)  converge  uniformément  vers  a;  on  a  donc,  lorsque  /i 
est  assez  grand, 

|/„(,.)-a|<£, 
quel  que  soit  z  dans  A,,  en  particulier, 

c'est-à-dire 

|/(i„)-«|<e. 

La  suite  /(ç,i)  converge  donc  vers  a,  qui  est  une  des  valeurs  limites 
exceptionnelles  obtenues  sur  la  couibe  OL' .  Inversement,  on  démon- 
trerait de  la  même  manière  que  toute  valeur  exceptionnelle  obtenue 
comme  valeur  limite  surla  courbe  01/'  peut  aussi  être  obtenue  comme 
valeur  litnite  sur  le  rayon  OL. 

Il  résulte  de  là  que  les  valeurs  limites  exceptionnelles  sont  les  mêmes 
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pour  deux  courbes  contenues  clans  l'angle  A' OB'  puisque,  pour  cha- 
cune d'elles,  l'ensemble  des  valeurs  limites  est  le  même  que  pour  un 
rayon  OL  contenu  dans  A'OB'.  Si  une  courbe  passant  par  O  a  une 
tangente  unique,  il  suffira  que  cette  tangente  soit  distincte  de  OA  et 
de  OB;  sinon,  les  tangentes  en  O  sont  comprises  entre  deux  droites 
limites  et  il  faudra  que  l'angle  formé  par  ces  droites  limites  et  conte- 
nant toutes  les  tangentes  soit  intérieur  à  l'angle  AOB.  Nous  dirons 
dans  les  deux  cas  que  la  courbe  n'est  pas  tangente  au  bord  de  l'angle. 

13.  Si  la  fonction /"(j)  ne  prend  dans  l'angle  AOB  qu'un  nombre 
limité  de  fois  chaque  valeur,  toute  valeur  limite  a  sera  une  valeur 
exceptionnelle;  l'ensemble  des  valeurs  limites  sera  le  même  que  pour 
toute  courbe  non  tangente  au  bord.  Dans  la  suite,  nous  aurons  surtout 
à  nous  occuper  du  cas  particulier  où  la  fonction  ne  prend  jamais  deux 
fois  la  même  valeur. 

1^.  Je  démontrerai  encore  un  théorème  relatif  aux  valeurs  excep- 
tionnelles. Supposons  que,  dans  l'angle  AOB,  /(:)  ne  tende  pas  vers 
une  valeur  unique  a  et  soient  a  et  P  deux  valeurs  limites.  Soient 


une  suite  infinie  de  points  tels  que _/(./.•„)  ait  pour  limite  a; 

une  suite  infinie  de  points  tels  que  f{C„)  ait  |)our  limite  [5;  nous  sup- 
posons que  les  modules  r„  des  x,^  et  les  modules  p„  des  'Ç„  décroissent 
constamment  lorsque  n  augmente  et  que  la  suite  des  modules 

'•i,     pi,     '••>,     pi,     '-3,     9i,     ■•■,     '■«,     P«,     ■•• 

soit  aussi  décroissante.  Cela  est  toujours  possible  :  ayant  choisi  x^,  on 
prend  pour  v,  un  point  'Ç  de  module  moindre  que  /•,  ;  puis  on  prend 
pour  x'2  un  des  ./;  de  module  moindre  que  p,  et  ainsi  de  suite.  On  peut 
alors  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Le  rappori  '-^  <i  pour  liiiiilf  o  lors(jue  n  aiigiiienlc  indé/i/iiiueiit. 
Supposons  qu'il  n'en  soil  pas  ainsi  et  (|u'il  existe  une  suite  infinie 
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de  valeurs  de  ce  rapport  telle  que  tous  les  nombres  de  cette  suite  soient 
supérieurs  à  un  nombre  fixe  /»  ;  on  aura 

,  >  £^  >  /,, 

''n, 

pour  toutes  les  valeurs  entières  de  i.  Traçons  des  arcs  de  cercle  limités 
à  OA  et  OB  et  de  rayons  /■„(i  -t-/')»  '"".(' ~  ^05  ^^  peut  déter- 
miner /i  de  façon  que 

/■„,(i  -/0<p„, 


il  suffit  pour  cela  que 

ou 

Nous  prendrons 


I  >  /i  >  1  —  /, . 


Considérons  alors  le  domaine  D„  limité  par  les  arcs  de  cercle  r„(i-\-/i), 
r„(i  —  11)  et  les  demi-droites  OA',  OB'  intérieures  à  l'angle  AOB. 
Nous  supposons  que  l'angle  A'OB'  contienne  les  points  x„  et  "(„,  au 
moins  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  n. 
■  Les  fonctions 


,«..=/fe=) 


considérées  à  l'intérieur  de  D„_  définissent  une   famille   normale,  et 
toute  fonction/,,  (j)  prend  la  valeur /(x'„.)  au  point 


dont  le  module  est  /•„  ,  et  la  valeur/("C„  )  au  point 

.'=^ç,„ 
dont  le  module  p'  est  — /•„  .  (^e  nombre  est  supérieur  à  hr„  :  on  a  donc 

/•„,-p'<(i  — /.)'•„,</"■„, 

et  le  point  :;'  est  dans  D„  . 


SUR  L\  REPRESE>TATIO>'  CONFORME.  20 

Toute  suite  infinie  de  fonctions  y„(G)de  vrai  tdonner  naissance  à  une 
suite  convergeant  uniformément  dans  D„^  vers  la  constante  a  et  vers 
la  constante  [3,  ce  qui  est  impossible.   Donc,  toutes  les  suites  telles 

que  —  ont  pour  limite  zéro.  Le  théorème  est  démontré.  On  verrait  de 
même  que  le  rapport  -^^  a  pour  limite  zéro  lorsque  n  augmente  indé- 
finiment. \\  en  résulte  que  le  produit  -^^^  '-^  ou  -^^^^  a  aussi  pour  limite 
zéro. 

Donc  :  Si,da/i.<i  l'angle  AOB,  f(z)  //'a  pas  mu-  limite  unique 
lorsque  z  tend  vers  zêi-o  et  si  .r , ,  r^ , . . . ,  .r„ , . . .  forment  une  suite  infinie 
de  points  de  cet  angle  tels  que  /{j:„)  ait  pour  limite  une  valeur 
exceptionnelle,  et  que  entre  \x„\  el  \xJ^+^\  se  trouve  un  des  nom- 
bres \'Ç„\  pour  la  suite  desquels  fÇQn)  ait  pour  limite  une  autre 

valeur  exceptionnelle  p,  le  rapport    —^   a  pour  limite  zéro  lorsque 

n  augmente  indéfiniment . 

io.  Les  propositions  que  nous  venons  d'établir  sont  toutes  des 
conséquences  d'un  théorème  fondamental  sur  les  familles  de  fonctions 
normales  dans  un  domaine  (1)  )  :  toute  suite  partielle  admet  au  moins 
une  fonction  limite  vers  laquelle  elle  converge  uniformément  dans 
tout  domaine  (D')  complètement  intérieur  à  (D). 

Nous  allons  maintenant  établir  un  théorème  plus  précis  sur  les 
familles  de  fonctions  normales  :  cela  nous  permettra  de  préciser  aussi 
quelques-uns  des  résultats  des  pages  précédentes.  Voici  ce  théo- 
rème : 

Soit 

/.(;)-    /À:-),     ■■■,    ./■«(--),     ■•■ 

u/ie  suite  in/lnte  de  fonctions,  liolomor plies  el  bornées  dans  un 
dojnainc  (\))cl  i-ontiiiin-s  sur  un  cire  Au.  de  la  frontière  ((_])  de  ce 
domaine.  Si  lu  suite  conci-rgi-  uni forménicnl  sur  Varc  au,  elle  con- 
verge aussi  mil formrmriil  sur  tout  domaine  (I)')  dont  les  points 
intérieurs  sont  tous  inlérn-iirs  à  (D)  el  dont  la  frontière  peut 
contenir  une  partie  }.' u.'  de  t\iic  A[/.. 

Journ,  de  Matli.  (7*  sùric),  tmiic  III.  —  Kasc.   I,   1917.  '| 
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Nous  supposerons  ici  que  l'arc  Xijl  est  analytique  et  régulier  ou 
formé  d'un  certain  nombre  d'arcs  réguliers  analytiques.  Nous  verrons 
plus  loin  coininent  on  peut  se  débarrasser  de  cette  restriction. 

La  démonstration  repose  sur  le  lemme  suivant  : 

Si  une  suite  de  /o/ic/io/is,  holonioi-plics  cl  bornées  dans  un 
cercle  {C)  et  continues  sur  la  circonférence  corner ge  sur  cette  cir- 
conférence, la  convergence  étant  uniforme,  sauf  en  un  nombre 
fini  de  points,  cette  suite  converge  uniformément  dans  le  domaine 
fermé  formé  par  le  cercle  dont  on  a  enlevé  des  segments  aussi 
velils  qu'on  le  veut  contenant  les  points  de  convergence  non  uni- 
forme. 

Soit 

la  suite  formée  par  les  parties  réelles  des  fonctions  bolomorphes.  Les 
fonctions  ?/„(.i7,j)  sont  Ijornées  dans  le  cercle  (C),  continues  sur  la 
circonférence,  et  leurs  valeurs  u„(s)  sur  cette  circonférence  con- 
vergent vers  une  fonction  u(s),  qui  est  continue  sur  tout  arc  ne  com- 
prenant aucun  des  points  «,,  a.,,  ...,  Oj,  de  convergence  non  uniforme. 
La  fonction 

s  désignant  l'arc  de  la  circonférence  (C)  de  rayon  H,  /la  distance  du 
point  {■•-',  y)  au  point  .9,  ç.  l'angle  de  la  normale  au  point  s  avec  la 
demi-droite  joignant  ce  point  au  point  (j^',  y),  est  une  fonction  harmo- 
nique dans  (C)  [)uisque  le  second  membre  est  l'intégrale  de  Poisson. 
On  a  de  même 


et 


.M.,.,=^;».(..)(^-j^)* 

"(^,7)-""(j',  J)=  '-  I  ["{s) -l'As)]  (—^ 
d'où 

]u{x,r)~n„{.r,r)\_    '-  f 


COSCp  I 

~  7R 


a  (s) 
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car  on  a  toujours 

/l  2R  costp. 

Divisons  le  chemin  d'intégration  en  arcs  partiels,  en  marquant  p  arcs 
de  cercles  ayant  chacun  pour  milieu  un  point  a,,  a.,^  ...,  aj,  et  dont  la 
longueur  totale  ne  dépasse  pas  i.  Sur  ces  arcs,  la  dilVérence 

\u{s)-u„{s)\ 

ne  dépasse  pas  2  M,  M  désignant  la  borne  supérieure  de  la  valeur 
absolue  des  fonctions  «„(j;,  y)  et,  sur  les  arcs  restants,  cette  différence 
ne  dépasse  pas  t  si  n  est  assez  grand.  D'autre  part,  l'intégrale 


r- 


■  ds 


étendue  à  un  arc  rpielconque  est  inférieure  à  27:.  On  a  donc 

Nous  désignons  par  0  la  plus  courte  distance  du  point  {x,  y)  aux  arcs 
de  circonférence,  dont  les  milieux  sont  a,,  a.^,  . ..,  o^,. 

La  convergence  est  donc  uniforme  pour  tout  point  intérieur  ;  comme 
en  un  point  s  de  la  circonférence,  distinct  des  points  c/,,  les  fonctions 
u„(.r,  y)  et  n(.v,y)  sont  continues  et  prennent  les  valeurs  «„(.v) 
et  ii(.s-),  on  voit  que  l'on  peut  adjoindre  ce  point  .s  aux  points  de  con- 
vergence uniforme.  Si  donc  on  isole  les  points  a,-,  à  l'aide  de  petits 
segments  les  contenant,  la  convergence  est  uniforme  dans  le  domaine 
fermé  restant.  Le  même  raisonnement  s'applique  aux  fonrlioiix 
coniap^uèes  ('„(x",  j^),  cl  par  sidlc  aii.r  foiiclioits  (Iuiiik'ws. 

On  peut  aisément  étondie  l'énoncé  précédent.  Le  raisonnement 
repose  sur  la  possibilité  d'enfermer  les  points  de  convergence  non 
uniforme  dans  des  arcs  dont  la  somme  est  aussi  petite  qu'on  le  veut. 
Rap[)elons  la  délinition  de  ces  points.  La  convergence  est  uniforme  en 


(')  On  pourrait  aussi  remplacer  u  el  ii„  par  zéro  aux  points  a,.  Cela  ne 
change  pas  la  valeur  des  intégrales.  On  voit  aussi  (jite  la  suite  «„(*■)  peut  ne 
pas  converger  aux  points  «,. 


28  p.     MONTEL. 

un  point  s  de  (C),  si  l'on  peut  tracer  un  arc  assez  petit  ayant  ce  point 
pour  milieu  tel  que  la  convergence  des  fonctions  ^/„(.'f)  soit  uniforme 
sur  cet  arc.  Dans  le  cas  contraire,  le  point  s  est  un  point  de  conver- 
gence non  uniforme.  Il  résulte  immédiatement  de  celte  définition  que 
l'ensemble  des  points  de  convergence  non  uniforme  est  fermé.  S'il  est 
de  mesure  nulle,  on  peut  enfermer  les  points  de  cet  ensemble  dans  des 
arcs  dont  la  somme  des  longueurs  est  aussi  petite  qu'on  le  veut.  Nous 
dirons  dans  ce  cas  que  la  convergence  est  uniforme  presque  partout 
sur  C. 

Donc,  SI  une  suite  infinie  de  fonctions,  /lo/omorphes  et  bornéee 
dans  un  cercle  (C  ),  converge  uni  formé  ment  presque  partout  sur  la 
circonférence,  cette  suite  converge  uniformément  dans  le  domaine 
fermé  formé  par  le  cercle  d'où  l'on  a  exclu,  par  de  petits  segments, 
les  points  de  divergence  ou  de  convergence  non  uniforme. 

i6.  Considérons  maintenant  un  domaine  simplement  connexe 
limité  par  un  contour  formé  d'un  nombre  fini  d'arcs  réguliers  et  ana- 
lytiques et  supposons  qu'une  suite  infinie  de  fonctions  holomorphes  et 
bornées  dans  ce  domaine  _/",  (c),  f-2{^),  •  •  -,  f, ,{'■)■,  •  •  -,  continues  sur 
le  contour,  converge  uniformément  sur  ce  contour,  sauf  aux  points  A,, 
A.,,  ...,  A,,.  On  peut  faire  la  représentation  conforme  de  ce  domaine 
sur  un  cercle  et  étendre  ainsi  le  lemme  précédent  au  nouveau  do- 
maine. 

17.  Il  est  maintenant  facile  d'établir  le  tbéorème  énoncé  au  début. 
Extrayons  de  la  suite  /,  (z),  /'.,{  z),  ....  f„(z),  ...  une  suite  partielle 

./;,(.).   /„jz),    ....  /„^,{z),    .  . 

convergente  dans  le  domaine  ouvert  (D)  et  convergeant  uniformément 
dans  tout  domaine  complètement  intérieur  à(D).  Cette  suite  converge 
uniformément  sur  l'arc  X[ji.  vers  la  fonction  continue_/'(.y).  Soit  (D')  un 
domaine  limité  par  un  arc  X'f;.'  intérieur  à  "A|ji.  et  un  arc  (  C')  dont  tous 
les  points,  sauf  les  extrémités  }',  p.',  sont  intérieurs  à  (D).  Soit  (D") 
un  domaine,  formé  par  l'arc  XjJi  et  un  arc  de  courbe  (C")  dont  tous 
les  points  sauf  A,  [jl  sont  intérieurs  à  1 1)  )  et  contenant  à  son  intérieur 
les  points  intérieurs  de  (D').  La  suite  ./„,(-)  converge  sur  la  frontière 
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de  (D")  et  la  convergence  est  uniforme,  sauf  peut-être  aux  points  A 
et  \j..  Il  résulte  du  lemme  précédent  que  la  convergence  est  uniforme 
dans  le  domaine  fermé  (D)  et  que  la  fonction  limite /(r)  prend  sur 
l'arc  A'u.'  les  valeurs  fis). 

Une  autre  suite  partielle  convergente  extraite  des  /„(-)  aurait  une 
fonction  limite  g{:)  prenant  les  mêmes  valeurs /(s)  sur  l'arc  A'u',  de 
sorte  que  la  fonction  f(z)  —  g(z)  holomorphe  dans  (D')  prend,  sur 
l'arc  analytique  Xla,  la  valeur  zéro.  Cette  fonction  peut  donc  être 
prolongée  analytiquement  au  delà  de  X'a'à  l'extérieur  de  (D);  elle 
est  donc  holomorphe  sur  A' [x'  et  par  suite  identiquement  nulle. 
Donc  _/(::)  elg(z)  sont  identiques. 

Toute  suite  convergente  extraite  des  /„(:;)  a  pour  limite  la  même 
fonction  holomorphe  dans  (D').  Il  en  résulte  (')  que  cette  fonction 
converge  uniformément  dans  le  domaine  fermé  (D')  vers  une  fonc- 
tion /{z)  holomorphe  dans  (D)  et  continue  sur  l'arc  }/[a'  où  elle 
prend  les  valeurs  /'(.?). 

18.  La  démonstration  se  simplifie  lorsque  les  valeurs  /( 3)  prises 
sur  l'arc  analytique  Xp.  appartiennent  à  une  fonction  cp(;),  analytique 
de  z  dans  (  D)  et  sur  Au..  Il  suffit  en  effet  de  montrer  que  toute  suite 
y„(3)  converge  dans  le  domaine  (D")  vers  une  fonction  analytique  qui 
prend  sur  Xpi  les  valeurs  cp(;).  Or  on  a 


•'  2 «71./,,,,    Z  —  X  ■2ir.,L„ 


\f„{^-)^~- 


La  suite  /„(-)  converge  dans  (D"),  la  convergence  est  uniforme 
sur  (C")  sauf  peut-être  aux  extrémités  et  sur  Xu.  Comme  les  /'„('■) 
sont  i)ornées  dans  leur  ensemble  on  a,  en  faisant  croître  /i  indéfi- 
niment, 

2 in Jj.„  z  —  X        2 tu  J-      z  —  .c 


/(■ 


f{z)  étant  la   limite   des  /„(-)  dans  (D")  et  sur  (C").  D'ailleurs, 

C)    Voir   F.    MoNTlil,,    Leçons   sur   /es  séries   de  polynômes  à  une  variable 
complexe,  p.  21  (l^aris,  Gaulliior-V'illais,  1910). 
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puisque  '-^(z  )  est  analytique  dans  le  domaine  fermé  (D") 

,     ^  I       n^{z)dz  r       ro{z)dz 

iinj^.,.z  —  x  iiTiJ-^^z  —  x 

d'où,  en  retranchant, 

211:  J,,..  Z  —  .F 

Cette  formule  montre  que  la  différence  /(a;)  —  cp(a,),  holomorplie 
dans  (D")  est  continue  sur  Tare  A'[7.'  où  elle  prend  la  valeur  zéro  :  la 
différence  est  donc  nulle  dans  (D")  et  /„(j;)  converge  uniformément 
dans  (D')  vers  ^(.v)-  ^^^  peut  supposer  en  particulier  que  o(ic )  soit 
une  constante  a  :  ce  cas  est  le  seul  que  nous  aurons  à  considérer  dans 
la  suite. 

19.  Voici  maintenant  quelques  conséquences  du  théorème  qui 
précède.  Supposons  que  la  courhe  (C)  soit  formée  par  un  nombre 
fini  d'arcs  l'éguliers  et  analytiques  et  que  les  fonctions 

/,(z),      /,(>).        ...,      /„(^),        ... 

soient  holomorphes  et  bornées  dans  l'intérieur  du  domaine  simple- 
ment connexe  (D)  limité  par  le  contour  (C).  Soient  encore 

des  coupures  simples  du  domaine  (D),  joignant  deux  points  X,.  et  jj.„ 
de  (C).  Nous  supposons  que  celte  suite  de  coupures  converge  unifor- 
mément vers  un  arc  kij.  de  (C),  c'est-à-dire  que,  étant  donné  un 
nombre  y)  arbitrairement  petit,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  ii, 
l'arc  de  courbe  X„|j.„  appartienne  tout  entier  au  voisinage  •/]  de  X[a('). 
Supposons,  en  outre,  que  les  valeurs  dey„(j;)  sur  l'arc  A„fx„  con- 
vergent uniformément  vers  un  nombre  a  lorsque  n  croît  indéfiniment  : 
en  d'autres  termes,  si  l'on  se  donne  le  nombre  £  positif,   on   aura, 


(')   Le  voisinage  ri  de  l'arc  "Ap.  e>l  le  doinaiiie  formé  par  les  points  inlùrieiirs 
à  l'un  des  cercles  de  rayons  r/  dont  le  centre  est  un  point  de  /fi. 
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pour  n  assez  grand, 

!/„(,.) -«|<c, 

lorsque  ::  est  sur  l'arc  A„  \x„. 

Dans  ces  conditions,  on  peut  affirmer  que  ta  suite  f„{z)  converge 
uaifonnément  vers  a  dans  V inlérieur  rfe  (D). 

Soit  O  un  point  fixe  intérieur  à  (D);  à  partir  d'un  certain  rang  les 
coupures  X„|j.„  partagent  (D)  en  deux  régions  dont  l'une  (D„)  contient 
le  point  O.  Nous  pouvons  supposer  qu'il  en  est  ainsi  à  partir  de  »  =  i 
et  nous  définissons  alors  une  suite  de  domaines 

(D,),     (D,),     ...,     (D„),     ..., 

(D„)  étant  limité  par  À„a„  et  l'arc  (y,,)  de  la  courbe  (C)  limité  aux 
points  X„L/.„;  (Dn)  «  pour  limite  (D)  lorsque  n  croît  indéfiniment. 
Soit  <pn(-)  la  fonction  qui  fait  la  représentation  conforme  du 
domaine  (D„)  sur  le  cercle  (f/)de  rayon  un.,  de  manièreque  le  point  O 
corresponde  au  centre  o  du  cercle  et  le  point  X„  à  un  point  a  de  la  cir- 
conférence :  le  point  a„  correspond  alors  à  un  point  A„  de  cette  circon- 
férence. L'arc  ah,,  reste  supérieur  à  une  longueur  fixe  ('  ). 

Appelons  a' Z*'  un  arc  de  {d)  contenu,  quel  que  soit  //,  dans  ah,i  et 
extrayons  de  la  suite  /„(::)  une   suite  partielle   convergeant  unifor- 


(')  Cepoint  est  facile  à  établir,  l^osons  log  cp„(3)  —  ll„+  «  V„;  soient  de  même 
o(;)  et  logcp(3)  m  U  H- «V  les  fonctions  corresj>onclaiites  pinii-  le  domaine  (D); 
la  fonction  U„  est  nulle  sur  le  contour  formé  par  (y„)  et  \,i\>-n  et  négative 
dans  (D„);  la  fonction  U  est  nulle  sur  le  contour  (C)  et  négative  dans  (D);  il  en 
résulte  que  U  —  U„  est  nulle  sur(y„)  et  négative  sur  A„  jn„,  donc  U  — l'„<o 
dans  (  rj„).  lîn  un  point  de  (  y„  )  on  a  donc 

dV>        d{]„ 
dn         du 

en  [)renant  la  dérivée  normale  intérieure,  comme  le  motilro  immédiatement  une 

figure.  Comme 

d\„  _       d\]„ 
ds  dn 

la  déri\ée  — r-^  étant  prise  sur  (y„)  dans  le  sens  direct,  on  a,  <n  allant  de  /.„  à  p.„ 
ds 
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méinent  dans  l'intérieur  de(D),  suite  que  nous  appellerons  encore 

/,(;).     f,(z),      ...,     f„{z),      .... 

Soit  ir'„(-')  la  fonction  inverse  de  r'  =  ç.„(::),  posons  F„(;')  =  /„|«I>„(r')J. 

La  suite 

F,(:').     F.,(.') F„(;'),      ... 

converge  uniformément  à  l'intérieur  de  (d).  F„(:;')  prend,  sur  a/>„,  les 
mêmes  valeurs  que  /'„(-)  prend  sur  A„u„,  donc  la  suite  F„(j')  converge 
uniformément  vers  a  sur  l'arc  a'b'.  Comme  ces  fonctions  sont  bornées 
dans  (d),  elles  convergent  uniformément  vers  a  dans  l'intérieur 
de  (r/)  et  en  particulier  au  point  o.  Donc  la  suite  /'„(  r)  converge  versa 
au  point  O  et  comme  ce  point  est  arbitraire  dans  (D),  la  suite  /«(g) 
converge  uniformément  vers  a  dans  l'intérieur  de  (D). 

D'ailleurs  la  suite  fn{^)  est  une  suite  convergente  partielle  quel- 
conque extraite  de  la  suite  primitive.  Puisque  toute  suite  partielle 
converge  uniformément  vers  a  dans  (D),  il  en  résulte  que  la  suite 
primitive  converge  aussi  uniformément  dans  (D)  et  le  théorème  est 
établi. 

20.  Supposons  en  particulier  que  toutes  les  fonctions  /■^(g  )  soient 
identiques  entre  elles  :  soit  /(r)  leur  valeur  commune;  cette  fonction 
est  partout  égale  à  a.  En  d'autres  termes,  si  itnf  fonction  /{  :  ),  /lolo- 
n/or/>/i('  ri  bornée  dans  un  domaine,  ronvef<;e  unifornnhnenl  vers  a 
sur  di's  coupii l'es 'kn\J.n  ayant  pour  limite  un  aie  anafytique'Aa  de  la 
frontière  de  ce  domaine,  cette  fonction  est  identique  à  la  constante  ce. 

sur  l'arc  (y,,)  el  en  appelant  ÔV„  la  variation  de  V„, 

La    ilernière   iiitéï;rale  a    pcuir   liniile   'j\    lor=(|ue  n  finit   imléliniineiil   ;  donc 

raiifj;le  «o/>„  ou  y ir  —  oV„  est  siipiTieiir  à  î>- —  oV  ou  ao//,  a  vl  />  rtant  les  points 
correspondants   aii\   points    A  et   [j.    dans   la     représentation    conforme   de    (D) 

sur(f/).  On  voit  d'aillcuis  aisément  que  rto6„  a  poiu-  lit)iile  aob. 
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Nous  n'avons  pas  supposé  ici  que  la  frontière  (C)  tout  entière  est 
formée  d'arcs  réguliers  et  analytiques,  car  on  peut  évidemment  rem- 
placer une  frontière  simple  par  une  frontière  voisine  comprenant 
l'arc  A[j.  et  un  aulre  arc  analytique. 

Nous  aurons  bientôt  l'occasion  d'appliquer  le  cas  particulier  signalé. 
Voici  d'abord  des  applications  du  théorème  principal  et  des  consé- 
quences précédentes. 

21.  Considérons  de  nouveau  un  angle  AOB  et  une  fonction  /"(g) 
bornée  dans  le  secteur  limité  par  les  côtés  OA,  OB  et  l'arc  de 
cercle  AdB,,  de  centre  O  :  Si  f(x)  tend  vers  a  sur  le  rayon  OA, 
celte  fonction  tend  iiniforincment  ve/s  a  dans  tout  secteur  AOB', 
tel  que  OB'  soil  intérieur  à  AOB.  Reprenons  la  construction  indi- 
quée au  paragraphe  10  :  nous  traçons  les  arcs  de  cercles  de  rayons  i, 

-'—)•■•>     et  nous    désignons    par   d„    le    quadrilatère    curviligne 

A„A„^3B„+3  B„,  par  A,',  le  quadrilatère  curviligne  A„+,  A„+oB,',+.j  B^,_j.,  ; 
nous  posons  encore 


/«(^)=/(p^) 


Les  fonctions  y„(j)  convergent  uniformément  vers  a  sur  le  seg- 
ment A,  A4  qui  fait  partie  de  la  frontière  du  domaine  A,,  donc  elles 
convergent  uniformément  vers  a  dans  le  domaine  A',  qui  n'a  en 
commun  avec  la  frontière  de  A,  que  les  points  du  segment  A^Aj 
intérieur  au  segment  A,  A,,,  lîn  d'autres  termes,  on  aura  pour  n  ^ p 
et  pour  tous  les  points  de  A,,  frontière  comprise, 

\ /,.{:■)- or.]  <z. 

Or,  lors(pie  ;  est  dans  Aj,  |  c|  est  inférieur  à  -  et   -77:7    est  iiilérieur 

a  —  =^  0:  donc  si 

I  =  l<  «. 

on  a 

pourvu  que  z  soit  dans  l'angle  AOB'  ou  sur  les  côtés  de  cet  angle. 

Journ.  de  Math.  (7"  série),  loinc  III.  —  Kasc.  1,  11)17-  * 
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22.  Remplaçons  maintenant  le  rayon  OA  par  une  courbe  L  con- 
tenue clans  AOB,  tangente  en  O  au  rayon  OA  et  dont  nous  suppo- 
serons que  toute  portion  ne  contenant  pas  le  point  O  est  formée  d'un 
nombre  fini  d'arcs  réguliers  et  analytiques.  Nous  définirons,  comme 
au  paragraphe  1 1 ,  les  arcs  L„^.|L„^.2  et  les  arcs  X„  qui  leur  corres- 
pondent par  homolhétie  dans  le  domaine  A,.  Ici  encore  les  deux 
droites  OA  et  OA'  sont  confondues.  Les  fonctionsy„(c)  prennent,  sur 
les  arcs  X„,  des  valeurs  convergeant  uniformément  vers  a;  d'autre 
part,  les  arcs  X„  convergent  uniformément  vers  le  segment  A^A^;  il 
en  résulte  que  les  fonctions  ./"«(")  convergent  uniformément  vers  a 
dans  le  domaine  A",,  frontière  comprise,  ce  domaine  étant  limité  par 
le  segment  B^B,,  de  la  droite  OB',  par  les  arcs  de  cercle  B.',  A;,  B3A3, 
limités  aux  points  de  rencontre  avec  la  courbe  X„  et  par  cette 
courbe  elle-même.  Ce  domaine  est  homothétique  du  domaine 
A„^.,  A„+„L„+„L„^.,  ;  on  en  conclut  que  f(z)  converge  uniformément 
vers  a  dans  l'angle  formé  par  la  droite  OB'  et  la  courbe  L. 

25.  Éludions  maintenant  ce  qui  se  passe  entre  la  courbe  L  et  la 
demi-droite  OA.  Supposons  d'abord  que  la  courbe  L  ait,  au  point  O, 


i/ 

\ 

\ 

\ 
1 

■"""i 

f- 

/ 

/ 

A-'" 

// 

h>^ 

-n'. 

0 

E 

une  ciiiiibure  liiiic  et  non  nulle;  soient  p  et  a>  les  coordonnées  polaires 
d'un  point  M  de  L,cn  ptcnanl  ()A  comme  axe  polaire  Ox\  le  rayon  de 
courbure  en  O  est  la  limilc  K  de—  pour  co  tendant  vers  zéro  et  nous 
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supposons  que  R  est  difFérent  de  zéro.  Considérons  ifig.  i)  le  domaine 
ODE,  limité  par  O.r,  Tare  de  cercle  OD  appartenant  à  un  cercle  tangent 
en  O  à  Oi:  et  de  rayon  inférieur  à  R.  l'arc  de  cercle  DE  appartenant 
à  un  cercle  quelconque  tangent  en  O  à  (  )  y.  Nous  pouvons  toujours 
supposer,  en  faisant  au  besoin  une  homothélie  de  centre  O,  que  R  est 
supérieur  à  -  et  supposer  que  les  arcs  OD  et  DE  appartiennent  à  des 

cercles  de  rayon  -■ 

La  transformation  conforme 


fait  correspondre  au  point  (g,  co)  le  point  (  p,,  w,  )  et  l'on  a 


e       P 
sin  (0 


Les  cercles  tangenls  en  O  à  Or,  pour  lesquels  ^ — '-  est  constant,  se 
transforment  en  droites  issues  de  la  nouvelle  origine  O,;  les  cercles 
tangents  en  O  à  O  v,  pour  lesquels^^^^  est  constant,  se  transforment 

en  cercles  de  centre  O,.  Ox  correspond  à  O.r,,  l'arc  OD  à  un  seg- 
ment O,  D,  de  la  demi-droite  w,  =  i  ;  l'arc  1)1*],  à  un  segment  D,E,  de 
la  circonférence  o.  ^=  -• 

Le  triangle  curviligne  ODE  est  représenté  d'une  inanière  conforme 
sur  le  triangle  O,  D,  E,  et  la  courbe  L  a  pour  transformée  une  courbe  L, , 

tangente  en  O  à  une  droite  O,  T  (l'argument  —  <  i.  Supposons  que 

f\z)  ait  pour  limite  a  lorstiue  r  tend  veis  zéro  sur  la  courbe  L.  La 

fonction  F(5|)  =/(  —  .    '  _  )    correspondante    tend    vers   a    sur    la 

courbe  L,.  On  en  déduit  que  E(s,)  tend  uniformément  vers  x  dans 
tout  angle  D',0,l"",,  intérieur  à  D,(),l']|.  ri  coiiteiiaiit  OT;  il  en 
résulte  (pie  /'(::)  tend  uniformément  vers  a  dans  tout  domaine  D'OI'.' 
limité  par  des  arcs  i\i^  cercles  tangents  eu  O  à  Or  et  de  rayons 
R,  ■<  R  <  Rj  arbitrairement  choisis. 
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Si  f{:)  n'a  pas  une  limite  unique,  la  même  transformation  prouve 
que  l'ensemble  des  valeurs  limites  exceptionnelles  est  le  même  pour 
toute  courbe  contenue  dans  la  région  D'OE'.  On  a  donc  la  proposition 
suivante  : 

Soif  L  une  courbe  inlèrirure  à  V angle  AOB,  tangente  en  ()  à  OA 
et  admettant  en  ce  point  un  rayon  de  courbure  W  non  nul  : 

1"  Si  f{z)  tend  i-ers  a  sur  la  courbe  L,  /{:•)  tend  unifornii'nnenl 
vers  a  dans  V angle  curviligne  D' O'  E'  dont  les  côtes  sont  des  arcs  de 
cercle  tangents  enO  àOAet  de  rayons  Ti^  et  Ji^  tels  rjueR,  >-R>>Ro. 

2"  ^ensemble  des  valeurs  limites  exceptionnelles  est  le  même 
pour  toutes  les  courbes  contenues  dans  l'angle  D'O'E'  et  aboutissant 
en  O. 

2i.  Supposons  maintenant  que  R  =  oc  et  que  la  courbe,  L  ait 
avec  OA  un  contact  d'ordre  supérieur  au  premier.  Si  le  contact  est 

d'ordre  p,  le  rapport  ^  a  une  limite  finie  non  nulle.  La  représen- 
tation conforme 

z,  =  z" 
fait  correspondre  au  point  (p,  to)  le  point  (p,,  w,)  et  l'on  a 

à  la  courbe  L  correspond  une  courbe  L,  pour  laquelle  le  rapport  —  a 

une  limite  finie  non  nulle;  cette  courbe  est  tangente  en  O,  à  0,cc,  et 
sa  courbure  en  O,  n'est  ni  nulle  ni  infinie.  Nous  sommes  donc  ramenés 
au  cas  précédent.  Si  la  courl)e  L  a  pour  équation 

£(w)  étant  infiniment  petit  avec  co  et  a  une  constante  positive;  le  tbéo- 
rème  est  applicable  au  domaine  curviligne  limité  par  les  courbes 

p/'=  «,(,)[[  -f-£,(w)], 

^,  (w),  £o(co)  étant  des  inliuiinent  petits  avec  co  et  «,  _>  a  >  fl^, 
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On  arriverait  aux  mêmes  résultats  si  R  était  nul  et  si  la  courbe  L 
avait  avec  OA  un  contact  d'ordre  inférieur  à  un. 

Je  laisse  de  côté  le  cas  où  le  contact  serait  d'un  ordre  non  fini  (  '). 

2o.  Nous  avons  supposé  dans  tout  ce  qui  précède  que  la  courbe  L 
avait  en  O  un  rayon  de  courbure  déterminé,  c'est-à-dire  que  le  rap- 
port -^  avait  une  limite  lorsque  eu  tend  vers  zéro.  Il  peut  ne  pas  en  être 
ainsi  et  ce  rapport  peut  avoir  une  plus  grande  limite  \\„  et  une  plus 
petite  limite  R,„. 

Si  R,„  n'est  pas  nul  ni  R„  infini,  il  n'y  a  rien  à  changer  aux  raison- 
nements que  nous  avons  faits;  il  suffit  de  choisir  des  cercles  de  rayons 
R,  et  \{,  tels  que  R,  >  R„  et  R,  <  R„,. 


CHAPITRE  II). 

CORRESPONDANCE    ENTRE    LES    POINTS    IIES    CONTOURS. 


26.  Nous  désignerons  par  (C)  la  frontière  du  domaine  (D)  dont  on 
fait  la  représentation  conforme  sur  le  cercle  {</)  de  rayon  un,  limité 
par  la  circonférence  (c).  Nous  supposons  que  la  représentation  fait 
correspondre  à  un  point  O  de  (D)  le  centre  o  de  r/ et  que,  à  une 
direction  donnée  parlant  de  O  correspond  une  diieclion  donnée  pai- 
tant  de  o.  Soit 

la  fonction  cjui  fait  cette  représentation  ;/(:;)  est  liolomorphe  dans(>/) 
et  ne  prend  pas  deux  fois  la  même  valeur  à  l'intérieur  de  ce  cercle.  La 
fonction  inverse 

;  =  F(Z) 

(  '  )  (  hielqiies  cas  particuliers  des  propositions  établies  ici  ont  déjà  élé  démon- 
trés par  M.  Lindelijf  [Sur  un  principe  général  de  l'Analyse,  etc.  {Acta  Socie- 
(atis  Scien(ian/m  Fcnnicd'y  t.  \L\I,  igiS,  p,  i'2)|. 
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est  holomorphe  dans  l'intérieur  de  (D)  et  ne  prend  pas  deux  fois  la 
même  valeur. 

Soit  Z|,  Z.,  . . .,  /„,  . . .  une  suite  infinie  de  points  ayant  pour  limite 
un  point  Z,,  de  (C).  Tout  point  limite  de  la  suite  ;,,  ;^,  ;.,,  . . .,  r„,  . . . 
des  points  correspondants  est  situé  sur  (c).  Car  si  un  point  limite  z\^ 
était  intérieur  à  (//),  il  lui  correspondrait  un  point  Z|,  intérieur  à  (D) 
qui  serait  un  point  limite  des  Z„.  Inversement,  si  une  suite  infinie 
c,,  z.,,  . . .,  :„,  ...  a  pour  limite  un  point  :■„  de  (c),  les  points  limites  de 
la  suite  correspondante  Z,,  Z^,  . . .,  Z„,  . . .  sont  tous  sur  (C). 

27.  On  dit  qu'un  point  A  de  (C)  est  un  point  accessihlc  s'il 
existe  une  courbe  simple  (L)  aboutissant  en  A  et  dont  tous  les  points, 
sauf  A,  sont  intérieurs  à  (D).  Celte  courbe  unit  A  à  un  point 
quelconque  intérieur  à  (D  ),  le  point  O  par  exemple.  On  peut  supposer 
que  toute  portion  OA'  de  celte  ligne  est  composée  d'un  nombre  fini  de 
segments  rectilignes  ou  analytiques.  Soit,  en  effet,  A,,  A^,,  . . .,  A„,  . . ., 
une  suite  de  points  situés  sur  la  ligne  simple  (L)  et  ayant  A  pour  seul 
point  limite  et  supposons  que  le  point  A„^^  ne  soit  pas  sur  l'arc  0A„, 
quel  que  soit  n.  On  peut,  autour  de  l'arc  OA,,  construire  un  domaine 
simplement  connexe  composé  de  points  intérieui's  à  (D);  on  pourra 
par  exemple  considérer  un  cercle  dont  le  rayon  £  est  inférieur  à  la 
distance  non  nulle  de  OA,  et  de  (C)  et  dont  le  centre  est  sur  OA,  : 
le  domaine  balayé  par  ce  cercle  sera  le  domaine  cherché.  Dans  ce 
domaine,  on  joindra  O  à  A,  par  une  courbe  analytique  ou  une  ligne 
polygonale.  On  opérera  de  même  sur  l'arc  A,  A^,  puis  sur  les 
arcs  A.  A3,  ...,  A„A„^.,,  ....  La  ligne  (L')  ainsi  obtenue  répondra 
aux  conditions  imposées. 

Tous  les  points  d'une  courbe  fermée  simple  (C)  ou  courbe  de 
Jordan  sont  accessibles.  Mais  tous  les  points  frontières  d'un  donuiine 
ne  sont  pas  accessibles.  Cependant,  l'ensemble  des  points  accessibles 
de  la  frontière  ((^)  d'un  domaine  est  partout  dense  sur(C).  Soil,  en 
eU'el,  M  un  point  (pielconque  de  (C),  je  dis  qu'il  existe  des  points 
accessibles  aussi  près  que  l'on  veut  de  B.  Donnons-nous  un  nombre  e 
arbitrairement  petit  ;  il  existe  dans  le  voisinage  de  B  un  point  B'  inté- 
rieur à  (D  j  et  dont  la  distance  à  B  est  inférieure  à  z.  Traçons  le  cercle 
de  centre  B  et  passant  par  B'.  Les  points  de  (C)  situés  sur  la  circon- 
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férence  forment  un  ensemble  fermé  et  B'  est  à  l'intérieur  d'un  arc  AA' 
contigu  à  cet  ensemble  dont  les  extrémités  A  et  A'  sont  des  points 
frontières.  Les  points  A  et  A'  sont  accessibles,  puisqu'on  peut  les 
réunir  au  point  B'  par  des  arcs  de  cercle  et  leur  distance  à  B  est  infé- 
rieure à  i. 

28.  Soit  A  ou  Zù  un  point  accessible  de  (C)  et  (L)  une  courbe 
simple  aboutissant  au  point  A  et  dont  tous  les  points,  sauf  A,  sont 
intérieurs  à  (D).  Lorsque  Z  décrit(L),  le  point  ::  décrit  une  courbe  (/). 
A  toute  suite  infinie  de  points  Z,,  Z^,  ...,  Z„,  ...  situés  sur  (L)  et 
ayant  pour  limite  Z„,  correspond  une  suite  infinie  de  points  z,  ,:■.,,.. ., 
;„,  . . .  situés  sur  (/)  et  dont  les  points  limites  sont  situés  sur  (  c).  Je 
dis  que  les  suites  z„  ont  un  seul  point  limite  z„.  Supposons,  en  eflet, 
que  l'on  puisse  obtenir  deux  points  limites  z„  et  z'^  sur  (c)  et  corres- 
pondant respectivement  aux  suites  Z,,  Z,,  . . .,  Z„,  ...  et  Z',,  Z^,  ..., 
Z'„,  —  On  peut  toujours  supposer,  en  supprimant  des  points,  si  cela 
est  nécessaire,  que,  lorsqu'on  se  déplace  sur  (L)  en  allant  vers  A,  les 
points  Z  et  Z'  sont  rencontrés  dans  l'ordre  suivant  : 

z,,z',,    z„z;,    Z3,z'3 z„,z;, 

et  que  l'on  a,  pour  toute  valeur  de  n, 

|=„- =„!<£,       |.-'„_^;,|<£, 

£  étant  arbitrairement  petit  et 

c„-=F(Z„),         z'„=F(7/„). 

Marquons  sur  le  cercle  (c)  les  points  g„  et  z[  et  traçons  les  arcs  de 
cercle  (y)  et  (y')  intérieurs  k  (d),  de  centres  s„  et  z^  et  de  rayon  £. 
(^)uand  Z  décrit  l'arc  Z,Z',,  ;  décrit  un  arc  de  (/)  qui  va  d'un  point  du 
segment  hacburé  voisin  de  r„  à  un  point  du  segment  bachuré  voisin 
de  r|,  ;  il  y  a  donc  un  arc  a,  v.\  de  la  courbe  (/)  qui  joint  un  point  a,  de 
l'arc  (y)  à  un  point  7.\  de  l'arc  (y').  De  même,  l'arc  Z/A.,  nous  donne 

un  arc  a^a^,  ...;  Parc  Z„Z,',  nous  donne  un  arc  a„a„, Deux  arcsa^,a^, 

et  a^a^  ne  se  coupent  {)as,  si  l'on  a  supposé  que  la  courbe  {]/)  ne  se 
coupe  pas  elle-même.  Les  points  a,,  a^,  ...,  a„,  ...  ont  donc  pour 
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limite  un  point  a-o  de  (c)  situé  sur  (7),  puisque  /'(  a„)  a  pour  limite  Z„, 
comme  Z„  et  Z|,.  De  même  a'^,  a.',,  ...,  a|,,  . ..  ont  pour  limite  a|,  sur  (c) 

et  (y')- 

Toute  suite  infinie  de  points  z'[,  3°,  . . .,  :■"„,  . ..,  telle  que  z'^  soit  sur 
l'arc  a„a'„  a  pour  limite  un  point  de  l'arc  de  cercle  a„a„;  en  effet,  le 


point  ZJ,  est  situé  sur  l'arc  Z„Z„  et  a  pour  limite  Z^.  Réciproquement, 
tout  point  [i  de  a„a„  est  un  point  limite  ainsi  obtenu;  en  effet,  joi- 
gnons j3  au  point  O  par  une  courbe  simple,  le  rayon  0|3  par  exemple, 
ou  un  arc  de  cercle.  Cette  courbe  rencontre  les  arcs  a„a'„  en  des 
points  zl  qui  ont  nécessairement  pour  point  limite  le  point  p.  Il  résulte 
de  ce  qui  précède  que  les  arcs  a„a'„  ont  pour  limite  a„a^.  La  limite  est 
d'ailleurs  uniforme  :  en  d'autres  termes,  traçons  le  cercle  de  rayon  i  —  i, 
z  étant  arbitrairement  petit  ;  ce  cercle  coupe  (y)  en  un  point  a  voisin 
de  ao  et  (y')  en  un  point  a!  voisin  de  a';,.  Si  /<est  assez  grand,  a„a'„  est 
tout  entier  à  l'intérieur  du  quadrilatère  curviligne  aa„a'„(x',  car,  s'il  en 
était  autrement,  il  existerait  un  nombre  eet  une  infinité  de  valeurs  de//, 


telles  que  l'arc  a„a,,  ait  un  point  Z,"  extérieur  au  quadrilatère  :  la 
suite  :;",  aurait  un  point  limite  non  situé  sur  le  cercle  ('•),  ce  qui  est 
impossible. 

11  est  donc  établi  que  les  arcs  a„a„  convergent  uniformément  vers 
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l'arc  a„a'^.  D'autre  part,  les  valeurs  de  f{z)  sur  ces  arcs  convergent, 
uniformément  vers  la  constante  Zo;  il  en  résulterait,  d'après  le  théo- 
rème du  paragraphe  18,  que/(-)  est  constante  dans  {d).  On  ne  peut 
donc  pas  supposer  qu'il  existe  deux  points  :■„  et  z\^.  Donc,  lorsque  Z 
décrit  la  courbe  (L)  et  s'approche  de  Z„,  le  point  -  décrit  une 
courbe  (/)  qui  aboutit  à  un  point  unique  z^  du  cercle  (r).  Puisqu'il 
existe  une  courbe  aboutissant  en  z„,  sur  laquelle  f{z)  a  une  limite 
unique  Z^,  on  en  déduit  que  /(s)  a  pour  limite  Z„,  sur  toute  courbe 
intérieure  à  (cl),  aboutissant  en  :;„  et  remplissant  les  conditions  indi- 
quées au  paragraphe  25.  En  particulier,  /(j)  tend  uniformément 
vers  Z„  dans  tout  angle  de  sommet  j„  et  dont  les  côtés  sont  deux 
cordes  du  cercle  (d). 

Réciproquement,  supposons  que  le  point  z„  de  (c)  soit  tel  que  f{z) 
ait  pour  limite  la  constante  Z„  sur  une  courbe  simple  (/)  intérieure  à  (</) 
et  aboutissant  en  r„.  On  sait  que /(;)  tend  alors  vers  Z,,  sur  toute 
corde  du  cercle  passant  par  r„,  ou  toute  courbe  simple  non  tangente 
en  ;„  du  cercle  et  même  sur  certaines  courbes  tangentes  au  cercle 
en  z„  lorsque  la  courbe  (/)  a,  avec  le  cercle  (c),  un  contact  d'un  ordre 
déterminé.  Je  dis  que  le  point  Z„,  qui  est  sur  la  frontière  (C)  du 
domaine  (D),  est  un  point  accessible.  En  effet,  si  z  décrit,  par 
exemple,  le  rayon  0;„,  le  point  Z  décrit  une  courbe  simple  aboutis- 
sant en  Z„,  dont  tous  les  points,  sauf  Z„,  sont  intérieurs  à  (D).  En 
résumé  : 

A  un  point  accessible  Z„  de  (G)  correspond  un  point  z„  de  {c)  1,-1 
'l"^f{'-)  (^'f  "">'  limite  unique  Z,  lorsqw  z  tend  vers  z„  si/r  un  c/ir- 
//nn  r/uc/ron////r  i/ité/'ieur  à  (d)  et  non  tancent  à  (e).  Béripror/ue- 
rnent,  si  /(z)  a  une  limite  unique  Z„  quaiul  z  tend  vers  z„  sur  un 
clirniin  quelronque  intérieur  à  (d),  tani^ent  ou  nonà  (e),  Z„  rst  un 
point  accessilde  de  (C). 

29.  Le  point  -„  (|ue  nous  faisons  ainsi  corrcspondic  à  un  poini  /,, 
de  (C)  à  l'aide  du  chemin  (E)  est-il  déterminé  d'une  manière  unicpic .' 
En  d'autres  ternies,  si  nous  remplaçons  le  chemin  (E)  par  un  autre 
chemin  (  L'),  la  limite  de  ;  sera-t-elle  le  même  point  ,-„  de  la  circon- 
férence (c)  ?  Nous  pouvons  toujours  supposer  (|ue  les  chemins  (  E) 

Jauni,  de  MaUi.   {-•  biiiic),   Inme  Hl.    —    I  iisr.  I,    i,,i-,  6 
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et  (L')  parlent  tous  deux  de  O.  Lorsqu'on  suit  le  chemin  (L)  de  O 
jusqu'à  A  d'alTive  Z„,  le  point  «  décrit  une  ligne  (/)  qui  part  de  o  et 
aboutit  à  ;„;  lorsqu'on  suit  le  chemin  (L')  de  O  jusqu'à  A,  le  point  z 
décrit  une  ligne  (/')  qui  part  de  o,  et  aboutit  à  r„.  Supposons  que  -„ 
et  z\,  soient  distincts,  alors  les  chemins  (i)  et  (/')  ont  un  dernier  point 
commun  intérieur  lorsqu'on  les  suit  à  partir  de  o  et  il  en  est  de 
même  des  chemins  (L)  et  (L')  suivis  à  partir  de  O.  On  peut  d'ailleurs 
toujours  supposer  que  les  chemins  (L)  et  (L')  n'ont  d'autres  points 
communs  que  O  et  A,  car,  dans  le  cas  contraire,  on  fera  jouer  au 
dernier  point  commun  intérieur  le  rôle  du  point  O. 

La  portion  (A)  du  domaine  (D)  qui  est  limitée  par  les  courbes  (L) 
et  (L')  est  représentée  d'une  manière  conforme  par  3  =  F(Z),  sur  la 
portion  (0)  du  cercle  (d)  limitée  par  (/),  (/  )  et  l'arc  (a)  d'extrémités 
-oCt-j,.  Supposons  que  (A)  ne  contienne,  à  son  intérieur,  aucim  point 
frontière  de  (D)  ;  dans  ce  cas,  lorsque  «  tend  vers  un  point  de  (X),  Z 
tend  nécessairement  vers  Z^-  On  en  déduirait  que/(;)  est  une  cons- 
tante dans  (  0),  ce  qui  est  impossible.  Donc  :;„  et  -'„  coïncident.  " 

Supposons  inversement  que  les  points  ;„  et  :[  coïncident.  On  peut 
choisir  pour  (L)  et  (L')  des  lignes  polygonales  ('),  et  supposer 
qu'aucun  des  points  M,  où  les  lignes  se  traversent,  ne  soit  un  sommet 
de  (L)  ni  de  (L').  Soient  M,,  M.,,  ...,  M„,  ...,  les  points  où  se 
traversent  les  lignes  (L)et(L').  Partons  de  O;  suivons  (^L)  jusqu'au 
point  M,,  puis (  L')  entre  M,  et  IVL,  de  nouveau  (  L) entre  M.  et  Mt,  etc. 
Nous  délinii-sons  ainsi  une  nouvelle  ligne  brisée  (F^,).  On  délinit  de 
même  une  ligne  brisée  (L,)  en  suivant  (L')  entre  O  et  M,,  puis  (L) 
entre  M,  et  M,,  etc.  Nous  remplacerons  ainsi  (L)  et  (L')  par  les  deux 
lignes  brisées  (L|),(L'|)  ne  se  traversant  pas.  En  modifiant  un  peu  ces 
lignes  en  leurs  points  communs,  on  en  déduira  deux  nouvelles  lignes 
(Lo"),  (L!,)  sans  point  commun  et  allant  de  O  en  A.  Sur  chacune  des 
lignes  (L,),  (L',),  (Lo),  (L!,),  la  valeur  :;  =  F(Z)  a  une  limite 
unique  ;„,  lorsque  Z  tend  vers  Z„.  Cela  résulte  immédiatement  du 


■(')  Chacune  de  ces  lignes  brisées  a  tous  ses  points  intérieurs  à  (D),  sauf 
l'extrémité  A.  Toute  portion  de  clincune  de  ces  lignes,  limitée  par  deux  points 
intéi-ieurs,  n'a  i|u'iin  nonihrc  fini  do  (  l'ilé-.  La  construrlicm  de  ces  lignes  est 
indiquée  au  paiagiaplie  :i7. 
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fait  qu'il  en  est  ainsi  pour  (L  )  et  (L').  En  résumé,  si  z„  et  z'^  coïn- 
cident, on  peut  toujours  supposer  que  (L)  et  (L')  n'ont  d'autres 
points  communs  que  O  et  A,  car,  dans  le  cas  contraire,  on  rempla- 
cerait ces  lignes  par  (L^)  et  (L!,).  La  fonction  =  =  F(Z)  fait  la 
représentation  conforme  de  (A)  sur  (o)  de  manière  que  les  points  de 
(L)et(/)  d'une  part,  les  points  de  (L')  et  (/')  de  l'autre,  se  corres- 
pondent. D'ailleurs  lorsque  -  tend  vers  ::„  sur  un  chemin  quelconque 
intérieur  à  (o),  nous  savons  que  Z  tend  vers  la  limite  unique  Z„.  Il 
en  résulte  que  (A)  ne  contient  pas  d'autre  point  frontière  que  A. 
Donc  : 

Pour  que  deux  clicDuns  aboutissanl  à  un  mèuie  poiiil  acces- 
sible A  de  ((')  fassent  correspondre  à  A,  un  même  point  a  de  (c), 
il  faut  et  il  suffit  c^ue  le  domaine  (A)  limité  crlérieurement  par  ces 
courbes  ne  contieniw  que  le  seul  point  frontière  A. 

50.  Dans  le  cas  où  il  existe  deux  chemins  (  [^  )  et  (L)  aboutissant 
en  A  et  limitant  un  domaine  (A)  contenant  un  autre  point  frontière 
et  par  conséquent  une  infinité  de  tels  points,  ces  deux  chemins  four- 
nissent deux  valeurs  limites  différentes  z„  et  :;,',.  Nous  conviendrons 
dans  ce  cas  de  dédoubler  le  point  A  qui  comptera  deux  fois  comme 
point  frontière.  D'une  manière  générale  un  point  A  comptera  autant 
de  fois  qu'il  y  a  de  chemins  (L)  conduisant  à  des  valeurs  z\^  dis- 
tinctes de  -0  et  distinctes  entre  elles.  Ces  différents  points  A  super- 
posés seront,  par  convention,  distincts.  Su[)posons  par  exemple 
que  (D)  soit  le  domaine  formé  par  les  points  intérieurs  à  une  circon- 
férence (C)  de  centre  P,  exception  faite  des  points  du  rayon  PQ 
supposé  appartenir  à  la  frontière.  Chaque  point  A  de  l'Q,  sauf  le 
point  F,  devra  compter  pour  deux  :  on  pourra  imaginer  que  la  fron- 
tière P{^  est  fournie  par  les  deux  bords  d'une  coupure.  Soit  encore 
un  cercle  (C)  et  le  cercle  (I')  tangent  intérieurement  en  un  point  A 
de(C)  et  de  rayon  moitié  de  celui  dc((>).  Menons,  dans  le  cercle  {V), 
les  cordes 

AH,,     Al'.,;         AI!,,     AIî;  ;  ...,         AB„,     AB„; 

faisant  respectivement  avec   la  tangente  en  A  aux  doux  cercles  les 
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Le  domaine  (D)  sera  formé  par  les  points  intérieurs  à  {(_])  qui 
n'appartiennent  à  aucune  de  ces  cordes.  Dans  ce  cas,  le  point  A  doit 
être  compté  une  infinité  de  fois  sur  la  frontière  (C).  Il  lui  correspond 
une  infinité  de  points  sur  la  circonférence  (c). 

51.  11  résulte  immédiatement  de  ce  qui  précède  que  deux  points 
accessibles  distincts  Z„  et  ZJ,  ne  peuvent  fournir  le  même  point  z„ 
de  (c).  Nous  avons  vu,  en  effet,  que  dans  ce  cas,  le  domaine  (A)  qui 
correspond  à  (o)  ne  peut  contenir  qu'un  seul  point  frontière.  Donc  : 

A  tout  point  acci'ssihle  de  la  fronlicre  (C)  f/t'  (  D)  correspond  un 
point  unique  de  la  circonférence  (c).  A  deux  points  accessibles  dis- 
tincts correspondent  deux  points  différents  de  (c). 

5*2.  Je  vais  maintenant  établir  la  proposition  suivante  :  soit  Z^ouA 
un  point  accessible  de  (C)  auquel  correspond  le  point  r„  de  (c);  si  une 
suite  inlinie  de  points  Z,,  Z^,  ...,  Z^,,  ...  a  pour  limite  unique  Z„,  la 
suite  des  points  correspondants  ::,,  r^,  ...,  z^,,  ...  a  pour  limite 
unique  :;„.  i\ous  supposons  essentiellement  que  le  point  Z„  n'est  pas 
compté  plusieurs  fois  sur  la  frontière  ou  que,  s'il  en  est  ainsi,  on  peut 
enfermer  les  points  Z^„  sauf  un  nombre  fini  d'entre  eux,  dans  un 
douiaine  (A)  formé  de  points  intérieurs  à  (D)  et  du  seul  point  fron- 
tière Z„. 

Soit  (L^  une  ligne  polyj;onale  joignant  O  à  Aà  l'aide  de  points  inté- 
rieurs à  (D)  [et  intérieure  à  (A)  si  c'est  nécessaire].  Traçons  le  cercle  de 

centre  A  et  de  rayon  -  ( /i  entier).  Soit  A„  le  dernier  point  de  ren- 
contre de  (L)  et  de  la  circonférence,  lorsqu'on  se  déplace  de  O 
vers  A.  Le  point  A„  intérieur  à  (D)  appartient  à  un  arc  B„A„B)^  de  la 
circonférence  dont  les  points  intérieurs  sont  intérieurs  à  (D)  et  les 
extrémités  B„,  B^,  appartiennent  à  la  frontière  (C  ).  Les  points  B„ 
et  B,',  sont  accessibles  et  il  leur  correspond  sur  (c)  les  points  b„,  //„  ;  à 
l'arc  de  cercle  B„A„B'„  correspond   un  arc  de  courbe  (X„)  dont  les 
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points  intérieurs  sont  intérieurs  à  (d).  La  coupure  B„A„B„  partage  le 
domaine  (D)  en  deux  domaines  simplement  connexes  (D,)  et  (D.). 
Le  domaine  (D,)  contient  A  sur  sa  frontière  et  ne  contient  pas  O;  le 
domaine  (D^)  contient  O  dans  son  intérieur.  Cela  résulte  aussitôt  du 
fait  que  la  courbe  (L)  partie  du  point  O  de  (D.),  ne  peut  plus  rentrer 
dans  ce  domaine  à  partir  du  point  A„,  puisqu'elle  ne  rencontre  plus 
l'arc  B„B;,  et  qu'elle  n'a,  avec  la  frontière  de  (D),  d'autre  point 
commun  que  le  point  A.  La  coupure  (X„)  partage  le  cercle  (d)  en 
deux  domaines  simplement  connexes  (d,)  et  (d^).  Le  domaine  (r/,) 
contient  a  et  ne  contient  pas  o.  Le  domaine  (d.,)  contient  o  et  ne  con- 
tient pas  a. 

En  donnant  à  //  toutes  les  valeurs  entières,  nous  définissons  ainsi 
une  suite  infinie  de  coupures  (>,),  (1,),  ...,(k„),  ....  Chacune  d'elles 
entoure  les  suivantes.  En  effet,  les  coupures  ("A„)  et  (X„+,)  ne  se 
coupent  pas  dans  (d)  puisqu'elles  correspondent  à  des  arcs  de  cercles 
concentriques  et  de  rayons  ^  et  ^y^— •  Comme  les  domaines  (d,)  qui 

leur  correspondent  contiennent  tous  deux  a,  il  en  résulte  que  (X„) 
entoure  (A„+,).  Je  dis  que  (X„)  a  pour  limite  le  point  a  lorsque  n  croit 
indéfiniment.  En  effet,  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  (X„)  aurait  pour  limite 
un  arc  (A„)  de  la  circonférence  (c).  Or  on  a,  sur  (  À„), 

|/(  =  )_Z„|  =  1; 

donc, /(::)  aumil  pour  limite  Z„,  uniformément,  quand  les  coupures 
s'approcheraient  de  (  A„).  Cela  est  impossible,  puiscpie  /(;)  n'est 
pas  constant. 

Soit  alors  la  suite  Z,,  Z,,  ...,  Z^„  ...  admettant  runi(juc  poini 
limite  Z„  ou  A.  Pour  chaque  valeur  de  //,  ces  points,  sauf  un  nombre 
fini  d'entre  eux,  sont  contenus  dans  (D,);  donc  les  points  z,,  s.,,  ..., 
z,„  ...  sont  contenus  dans  (d,),  sauf  un  nombre  fini  d'entre  eux,  et 
comme  le  domaine  (d,)  se  réduit  à  la  limite  au  point  -„  ou  <i,  il  en 
résulte  que  la  suite  z,,  a  pour  limite  a. 

ôri.  Voici  une  conséijuence  immédiate  de  la  proposition  précé- 
dente :  supposons  que  les  points  accessibles  Z|,,  ZJ,,  Z'J,  ...,  Z;;",  ... 
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aient  pour  limite  le  point  accessible  Z„;  je  dis  que  les  points  corres- 
pondants z'^,  z'^,  z'I,  ...,  z'^" ,  ...  ont  pour  limite  le  point  z^,  correspon- 
dant à  Z,,.  Soit,  en  effet,  'C„  un  point  limite  de  l'ensemble  des 
points  z\"' .  D'après  ce  qui  précède,  on  peut  clioisii'  Z„  tel  que  ce  point 
soit  à  une  distance  de  Z;,"'  inférieure  à  -  et  que  le  point  correspon- 
dant z,,  soit  à  une  distance  de  ::!"'  inférieure  aussi  à  -•  Les  points  Z,, 

n  '■ 

ont  pour  limite  Z,,  et  les  points  z,^  ont  pour  limite  "(„.  D'après  la  pro- 
position précédente,  "(„  coïncide  avec  z„.  Comme  ce  raisonnement 
s'applique  à  tout  point  limite  des  ;„" ,  la  suite  infinie  de  ces  points  a 
pour  unique  limite  r„. 

Sur  l'ensemble  des  points  accessibles,  z^  est  une  fonction  continue 
deZ„. 

54.  Supposons  que  la  courbe  (C)  qui  limite  le  domaine  (  D  )  soit 
une  courbe  simple  de  Jordan.  Tous  les  points  Z„  de  cette  courbe  sont 
accessibles  et  lorsque  Z,,  parcourt  (C),  r^  est  une  fonction  continue 
de  Z„.  On  peut  représenter  les  affixes  Z„  des  points  de  (C)  par  la  for- 
mule Zp  =  ç  (ô),  G  étant  un  nombre  réel  qui  varie  de  o  à  27:;  on  a 
!p(o)  =  ç(2ir)  et  les  valeurs  de  ^(0)  pour  deux  valeurs  quelconques 
de  0  intérieures  à  l'intervalle  (o,  27ï)  sont  distinctes.  La  fonction  (p(0) 
est  une  fonction  continue  de  son  argument  puisque  (C)  est  une  courbe 
de  Jordan.  Le  nombre  ;„est  une  fonction  continue  de  Z„,donc  4e  G  et 
par  suite,  puisque  |s,||  .—  i,  l'argument  'j/  de  z^  est  une  fonction  con- 
tinue de  G,  'I'(G).  Cette  fonction  varie  toujours  dans  le  même  sens  de 
(];,  —  '{/(o)  à  (]>2  =  •\/(2-!i);  en  effet,  dans  le  cas  contraire,  '|  prendrait 
la  même  valeur  pour  deux  valeurs  distinctes  G'  et  G"  et  un  même 
point  Zg  correspondrait  à  deux  points  Z^,  et  Z^  de  (  C).  Pour  la  même 
raison  l'arc  j/,  '\i.^  n'est  pas  supérieure  une  circonférence.  Il  n'est  pas 
inférieur  non  plus  à  une  circonférence,  car  il  y  aurait  un  arc  de  la 
circonférence  (r:)  qui  ne  serait  pas  parcourue  par  ;„.  Or,  lorsque  j 
s'approche  d'un  point  de  cet  arc,  Z  admet  au  moii  s  un  point  limite 
sur  (C)  et  ce  point,  étant  accessible  d'une  seule  manière,  correspond  à 
un  point  unique  de  (c).  L'arc  ]/,  ']/„  couvre  donc  toute  la  circonfé- 
rence (c);  en  d'antres  ternies  \'l.,  —  ■\/,\  =  ^-iz.  Donc  Z  est,  inver- 
sement, une  fonction  continue  de  z. 
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Ainsi,  lorsqii  un  doiiidine  (D)  csl  U  m  i  le  par  une  courbe  simple  de 
Jordan^  on  peul  faire  la  repi-ésentalion  conforme  de  ce  domaine 
sur  un  cercle  (d)  de  manière  qu'à  un  élément  de  contact  intérieur 
à  (D)  corresponde  un  élément  de  contact  intérieur  à  (d)-  Les  fron- 
tières des  deux  domaines  se  correspo/idenl  alors  dUme  manière 
univoque  et  continue. 

La  démonstration  de  ce  théorème  fait  simplement  appel  aux  tliéo- 
rèmes  classiques  sur  les  fonctions  analytiques. 

5o.  Revenons  au  cas  où  la  frontière  (C)  est  quelconque.  Le  mode 
de  raisonnement  du  paragraphe  52  a  montré  que  si  l'on  a  une  suite  in- 
finie d'arcs  simples  (A,),  (Ao),  ...,  (A„),  ...,  formant  coupures  pour  (D) 
et  ayant  pour  limite  le  seul  point  frontière  Z,,  les  arcs  correspondants 
(X,),  (^2)»  •••)  (^n))  •••  ont  pour  limites  des  points  et  non  des  arcs 
de  (c),  c'est-à-dire  que,  de  toute  suite  infinie  d'arcs,  extraite  des  ()y), 
on  peut  extraire  une  suite  nouvelle  ayant  poui'  limite  un  point  ;„. 

Soit  3„,  un  point  quelconque  de  (c),  et  une  suite  infinie  de  points  :: 
ayant  pour  unique  point  limite  z„.  On  peut  extraire  de  cette  suite, 
une  suite  nouvelle  ;,,  ;^,  .. .,  z„,  ...  telle  que  la  suite  Z,,  Zj, ...,  Z„,  .. . 
ait  un  seul  point  limite  Z„  sur  (C).  Nous  pouvons,  comme  au  para- 
graphe 52,  tracer  des  arcs  de  cercles  (A„)  passant  par  Z„  et  formant  cou- 
pures pour  (D).  Les  arcs  de  courbes  correspondants  ont  pour  unique 
point  limite  ;„,  puisque  l'arc  (A„)  passe  par  le  point  z„  et  que  la 
suite  z„  a  pour  unique  limite  z^.  Les  extrémités  B„,  B„  des  cou- 
pures (A„)  sont  des  points  accessibles  de  (C),  donc  les  points  h„,  b\^ 
correspondent  à  des  points  accessibles.  Le  point  z„  est  un  point  limite 
de  points  correspondants  à^des  points  accessibles.  Comme  r„  est  arbi- 
traire sur  (c),  on  voit  que  l'ensemble  des  points  r„  correspondant  à 
des  points  accessibles  est  partout  dense  sur  (c). 

5(>.  Apj)elons  1']  le  domaine  d'indétermination  de  f{z)  au  point  ;„, 
pour  les  valeurs  de  :;  intérieures  à  (d).  INous  pouvons  obtenir  cet 
ensemble  en  Iraiant  des  cercles  de  cenlic  ::„  et  de  rayons  indéfinimcnl 
décroissants.  L'en>emble  I''  est  la  limite  des  domaines  formés  par  les 
valeurs  de  /(c)  jioui'  chacun  des  domaines  inférieurs  à  la  fois  à  (^d) 
et  à  ces  cercles.  I']  rst  un  ensendile  conlinu  formé  de  points  frontières 


48  p.     MONTEL. 

de  (C).  Nous  l'appellerons  un /?of/^  de  celte  frontière.  Soit  :-,,  z.,,  ..., 
3„,  ...  une  suite  de  points  intérieurs  à  (d),  ayant  Jopour  limite  et  tels 
que  les  valeurs  Z„  correspondantes  aient  une  limite  unique  Z|,. 

Supposons  que  l'on  puisse  tracer  une  infinité  d'arcs  de  cercle  (A„) 
ayant  leur  centre  en  Z^,,  de  rayons  indéfiniment  décroissants,  tels  que 
chacun  d'eux  forme  coupure  pour  (D)  de  manière  que  la  portion  (Do") 
du  domaine  (D),  qui  ne  contient  pas  O  et  qui  est  obtenue  à  l'aide 
de  (A„),  contienne  une  infinité  de  points  Z„.  Le  point  Z'^  est  alors 
appelé,  par  M.  Carathéodory,  point  principal  du  bout  E.  Un 
point  Z,',  appartenant  à  E  qui  ne  possède  pas  cette  propriété  sera 
appelé  un  point  accessoire  du  bout  E. 

l'our  le  point  principal  Z„,  aux  coupures  (A„)  correspondent  des 
arcs  de  courbes  (X„)  ayant  pour  limite  ^„.En  effet,  (À„)  est  une  coupure 
pour  (d)  et  la  portion  {d^)  de  (d),  qui  ne  contient  pas  o,  contient  une 
infinité  de  points  z,,  et  par  suite  c„.  Les  différents  domaines  (d^^  sont 
emboîtés  les  uns  dans  les  autres  et  ont  pour  limite  z„. 

Menons,  dans  le  cercle  (cl),  le  rayon  oz^,.  Ce  rayon  rencontre  la 
courbe  (X„)  au  moins  en  un  point  z[^.  La  suite  des  points  ;'„  a  pour 
limite  ::,,,  tandis  que  la  suite  des  valeurs  Z^^  =z  f{z'i^)  a  pour  limite  Z|j. 
Ainsi,  l'affixe  Z,,  d'un  point  principal  relatif  à  z^  est  une  des  valeurs 
limites  Ae.  f  {z)  sur  le  rayon  oz„. 

57.  Réciproquement,  toute  valeur  Z„.  limite  d'une  suite  infinie  des 
valeurs  àt  f{z)  sur  le  rayon  03„  est  un  point  principal.  Cette  réci- 
proque a  été  établie  par  M.  Lindelof  (M.  Je  vais  en  donner  une 
démonstration  reposant  sur  les  principes  que  nous  avons  utilisés  dans 
ce  travail. 

Menons  deux  cordes  ;„A  et  ^„B  du  cercle  (d)  également  inclinées 

sur  le  rayon  oz^.  Nous  savons  que  dans  l'angle  A:;„B,  l'ensemble  des 
valeurs  limites  de  /"(;)  est  le  même  sur  toute  courbe  aboutissant  en  o. 
SoitZi,  une  des  valeurs  limites  de  f{z)  sur  le  rayon.  Nous  avons  vu 
que  l'on  peut,   [)ar  des  arcs  de  cercles  de   centre  o,  découper  dans 

l'angle  A-„B  des  cpiadrilatères  curvilig;nes  semblables  tels  (pie  f{z) 
(')  Siw  lui  jirlncije  générât  de  i  \iialyse,  etc.,  p.  28, 
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converge  uniformément  vers  Z'^  à  rinlérieur  de  ces  tjuadrilalères.  11 
en  résulte  immédiatement  que  l'on  peut  tracer,  à  l'intérieur  de  ces 
quadrilatères,  une  suite  infinie  de  cercles  ([t-\),  (u-,),  •■•i  (î-*-),)?  ■■■: 
homotliétiques  par  rapport  à  :■„,  dont  les  centres  z\,  z[^,  ...,  z\^,  ...  sont 
sur  le  rayon  oz„  et  tels  que,  à  l'intérieur  du  cercle  (</„),  on  ail 

!/(.-) -/;„]<£„. 

la  suite  décroissante  £,,  t.,,  ...,  £„,  ...  ayant  pour  limite  zéro. 

l^a  suite  Z\,  Z',,  ...,  Z^,,  ...,  correspondant  à  z\,  z'.-,,  ...,  :;),,  ..., 
a  pour  limite  le  point  Z|,  de  (C).  Il  faut  démontrer  que  Z,,  est  un  point 
princi[)al.  Admettons  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi,  c'est-à-dire  qu'il  soit 
impossible  de  trouver  une  infinité  d'arcs  de  cercles  de  centre  Z^,,  de 
rayons  indéfiniment  décroissants,  formant  coupures  pour  (D)  et  tels 
que  chacun  d'eux  sépare  G  d'une  infinité  de  points  Z^,.  Il  en  résulte  que 
lorsque  le  rayon  d'un  cercle  (F)  de  centre  Z'^  est  assez  petit,  aucune 
des  coupures,  en  nombre  fini  ou  infini,  formées  par  les  arcs  de  ce 
cercle  ne  possède  la  propriété  précédente.  Soit  p  le  rayon  de  l'un 
de  ces  cercles;  les  points  de  (C)  situés  sur  la  circonférence  forment 
un  ensemble  fermé  et  nous  désignerons  par  (^,),  (S»),  ...,  (-„),  •••) 
les  arcs  de  cercle  contigus  à  cet  ensemble.  A  ces  arcs  de  cercles 
correspondent  des  arcs  de  courbes  ('7,),  (tj),  ...,  (t„),  —  Puisque  les 
arcs  (1„)  appartiennent  au  cercle  (F),  aucun  des  arcs((j„)  ne  sépare  o 
de  z^.  D'ailleurs,  aucun  des  arcs  (c7„)  n'est  fermé  :  chacun  d'eux 
aboutit  en  deux  points  de  la  circonférence  (c)  correspondant  au\ 
extrémités  accessibles  de  l'arc  (H,,)  correspondant  à  (  i,,  ). 

Four  cette  «uitc  CJ,,),  les  ensembles  limites  se  réduisent  tous  à  des 
points,  car  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  on  pourrait  extraire  de  la  suite  (c7„) 
une  nouvelle  suite  (t),)  admettant  comme  limite  les  points  d'un  arc  (a) 
de  la  circonférence  (c).  I^cs  arcs  de  cercle  (l[^)  correspondants  sont 
des  arcs  contigus  à  l'ensemble  fermé  des  points  de  ((])  situés  sur  le 
cercle  (F).  On  peut  extraire  de  la  suite  (1]^,),  une  suite  nouvelle  (1))) 
ayant  pour  limite  un  point  uni(]ue  Z„  de  (C)  situé  sur  la  circonfé- 
rence (F).  Les  courbes  (tj  correspondantes  ont  encore  (t)  pour  limite 
et,  ;  étant  piis  siii'  ces  courbes,  /(z)  a  pour  limite  la  constante  Z„. 
Nous  savons  ipie  cela  est  inqjossible  si  (a-)  ne  se  réduit  pas  à  un  poinl. 
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Appelons  domaine  (a^)  celui  des  deux  domaines  en  lesquels  {d)  est 
partagé  par  la  coupure  (cr„),  qui  ne  conlienl  pas  o.  Il  résulte  de  ce  qui 
précède  que,  si  /)  est  un  point  quelconque  intérieur  à  {d),  il  n'y  a 
qu'un  nombre  fini  de  domaines  ((7„)  contenant  le  point  p. 

Prenons  £,  inférieur  à  p  :  je  dis  que  le  cercle  ([x',)  est  tout  entier  à 
l'intérieur  d'un  domaine  (t„).  En  effet,  le  centre  z\  est  à  l'intérieur  de 
l'un  de  ces  domaines  :  supposons  en  effet  le  contraire,  et  traçons  le 
cercle  (<_•')  de  centre  o  et  passant  par  :\.  Il  n'y  a  qu'un  nombre  fini 
d'arcs  (cr,,)  rencontrant  ce  cercle  et  aucun  des  domaines  (c7„)  corres- 
pondant ne  contient  z\  par  hypothèse.  On  peut  donc  tracer  un  che- 
min /joignant  o  à  z\  et  ne  rencontrant  aucune  courbe  (a„).  La  courbe 
(L)  correspondante  joint  alors  les  deux  points  O  et  Z,  et  ne  rencontre 
aucun  arc  (1,/);  elle  ne  rencontre  donc  pas  le  cercle  (T).  Mais  Z,  est 
à  l'intérieur  du  cercle  puisque  |  Z'„  —  Z^  |  <  £,  <  p  et  O  est,  par  hypo- 
thèse, à  l'extérieur  de  (F);  il  y  a  donc  contradiction  et  z\  appartient 
à  un  domaine  (a-„)  que  nous  appellerons  (a,).  Le  point  ;;  est  d'ailleurs 
à  l'intérieur  du  domaine  puisque  sur  l'arc (g-'J,  on  a(Z  —  ZJ  =  p  >  £,. 
D'ailleurs,  le  cercle  (p.,)  est  tout  entier  à  l'intérieur  de  (cr'J,  car  s'il  en 
sortait,  il  y  aurait  un  point  de  ce  cercle  sur  la  frontière  (n\)  [puisque 
les  points  de(aj)  sont  tous  intérieurs  à  (</)],  et  cela  est  impossible  pour 
la  même  raison  que  pour  le  point  z\. 

Le  cercle  ([j.\)  est  donc  tout  entier  à  l'intérieur  du  domaine  {(j\). 
Par  liypolhèse,  le  domaine  (cr'j  ne  contient  pas  z^,\  il  y  a,  par  suite, 
sur  le  rayon  <)r„,  des  points  z\^  et  des  cercles  (p.„)  extérieurs  à  ce 
domaine  (a/).  Nous  pouvons  toujours  supposer  que  (u.'J  est  le  premier 
de  ces  cercles  en  supprimant,  s'il  le  faut,  des  cercles  intermédiaires. 
Le  cercle  ([v.'^)  est  alors  intérieur  à  un  domaine  {i'.,)  iiéccssairriiicnl 
distinct  de  (a',)  et  ainsi  de  suite.  Nous  définirons  une  suite  infinie  de 
domaines  distincts 

(>;),  (7,).   •■■,  (^"),   •••■ 

tels  que  le  domaine  (t^,)  contienne  ([Ji'„)  tout  entier  à  son  intérieur. 
De  la  suite  (a-'„)  extrayons  une  suite  (al)  telle  que  les  arcs  de  cercle 
correspondants  (S,',)aient  une  limite  uniqucZ,,.  Nous  aurons  alors  une 
suite  de  domaines 

(o-;),  io (O 
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contenant  respectivement  les  cercles 

à  leur  intérieur  et  tels  que  lorsque  r  est  sur  l'arc  {'^„),f(~)  tende  uni- 
formément vers  Z„. 

Je  dis  qu'un  tel  résultat  est  impossible.  Par  une  homotliétie  de 
centre  ;„  amenons  tous  les  cercles  ('/„),  qui  sont  homothétiques  par 
rapport  à  Za,  à  coïncider  avec  un  môme  cercle  (ix)  de  centre  o.  Ce 
cercle  (u.)  sera  intérieur  à  tous  les  domaines  (.s„)  résultant  par  liomo- 
thétie  des  domaines  (a,,).  Appelons  a„  et  />„  les  deux  points  de  la  fron- 
tière de  (.ç„)  qui  correspondent  aux  deux  points  de  rencontre  de 
l'arc  ('jD  avec  le  cercle  (c);  l'arc  de  cercle  a,,/*,,  correspondra  à  l'arc 
du  cercle  (c)  qui  fait  partie  de  la  frontière  du  domaine  (<jI). 

Faisons  maintenant  la  représentation  conforme  du  domaine  (s„) 
sur  le  cercle  (y)  de  rayon  i  du  plan  des  '(  de  manière  que  les  points  <^/„ 
et  h„  correspondent  à  deux  points  a  et  [^  pris  sur  la  circonférence  (y). 
Soit  z  =  fnÇC)  la  fonction  qui  fait  cette  représentation  et  'Ç„  le  point 
correspondant  à  s  =  o.  Je  disque  tous  les  points '(„  sont  complètement 
intérieurs  à  (y),  c'est-à-dire  qu'aucun  point  limite  des  'C„  n'est  sur  la 
circonférence  (y).  Dans  le  cas  contraire,  nous  pourrions  trouver  une 
suite  infinie  "C,,,,  "C,,,  •..,  '^,,,,,  ...,  extraite  des  'C„  et  telle  que  ç^,,,  ait 
pour  limite  un  point 'C  de  la  circonférence  (y).  Des  fonctions  <p  ,  ("Q 
correspondantes,  on  peut  extraire  une  suite  ip,^,,  ('Ç)  ayant  pour  limite 
une  fonction  ç»  ("( ),  laquelle  fait  la  représentation  conforme  de  l'in- 
térieur de  (y)  sur  un  domaine  (s)  formé  des  points  complètement 
intérieurs  aux  (s^^J.  Le  point  o  appartient  nécessairement  au 
domaine  (.s)  puisque  les  cercles  (u.)  sont  intérieurs  à  tous  les  (•?„); 
il  lui  correspond,  à  l'aide  de  la  fonction  o  (Z),  un  point  'Ço  intérieur  au 
cercle  (y).  Il  en  résulte  que  les  points  'Ç,^^  qui  font  partie  de  la 
suite  L^,„  auraient  pour  limite  w„  et  non  'Ç.  Cette  contradiction  établit 
notre  proposition. 

Considéronsmainlenanl  la  fonction /'(  :■)  —  Z„  =  i;- (;)  qui  prend  sur 
les  arcs  (d',),  des  valeurs  dont  le  module  tend  vers  zéro  quand //augmente 
indéfiniment,  l'ar  les  transformations  précédentes,  il  lui  correspond 
des  fonctions  //„('C)  qui,  sur  l'un  des  arcs  a^,  prennent  des  valeurs 
de  module  indéfiniment  décroissant,   (^omnie  les  //„(  C  )  sont  bornées 
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dans  (y),  il  en  résulte  que  li„  ("Q  a  pour  limite  zéro  dans  tout  domaine 
intérieur  à  (y)  et  cette  limite  est  atteinte  uniformément.  Enfermons 
les  points  l„  dans  un  tel  domaine,  on  voit  que  h„('Ç„)  a  pour  limite 
zéro;  mais  h„(t„)  a  la  même  valeur  que  g{z)  au  point  :'„,  c'est-à-dire 
/{'■'„)  —  Zo  ou  Z),  —  Z„.  Ainsi  Z^,  —  Z„  tendrait  vers  zéro;  mais  ce 
nombre  a  pour  limite  Zî,  —  Z„  ;  il  en  résulterait  que  cette  limite  est 
nulle,  ce  qui  est  impossible  puisque  son  module  est  égala  p. 
La  proposition  est  démontrée  :  Z|,  est  un  point  principal. 

,>8.   Soient  A  et  B,  deux  valeurs  limites  sur  le  rayon   Or„  et  les 
suites  de  nombres 


ayant  respectivement  pour  limite  A  et  B.  Appelons  p„  la  distance 

To  :'„  et  ;•„  la  distance  :■„  :■"„.  Nous  supposons  que  la  suite 

'•i,     pi,     '',,     p,,     ...,     /■„,     p„,     ... 

soit  décroissante.  Nous  avons  vu  au  paragraphe  14  que  le  rapport  2^' 
a  pour  limite  zéro  quand  n  croît  indéfiniment.  Par  chacun  des 
points  ;'„  ou  :"„  passe  une  coupure  (  À„  )  ou  Ck",,)  séparant  le  point  ;„  du 
point  o  :  on  peut  donner  de  la  remarque  qui  précède  un  énoncé  ne 
faisant  intervenir  que  ces  coupures  ('),  mais  ce  dernier  énoncé  n'est 
que  l'application  au  cas  qui  nous  occupe  de  la  proposition  t^énérale 
établie  au  paragraphe  li. 

."î).  Nous  avons  vu  que  l'ensemble  des  valçurs  limites  de  /{:■),  au 
point  I',  d'affixe  z„,  est  le  même  sur  toute  corde  issue  de  z„  et  plus 
généralement  sur  toute  courbe  passant  en  r,,  et  non  tangente  à  la 
circonférence  en  ce  point.  Appelons  \\,  l'ensemble  des  valeurs  limites 
ainsi  obtenues  et  F  l'ensemble  des  valeurs  limites  de  /(z)  qui  ne  sont 
pas  obtenues  sur  le  rayon.  On  a 
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E„  est  l'ensemble  des  affixes  des  points  principaux  relatifs  à  r,,;  F 
est  l'ensemble  des  affixes  des  points  accessoires.  En  particulier,  E„ 
peut  se  réduire  à  un  point  unique  Z,,  qui  est  alors  accessible. 

40.  Soit  /„,  /, ,  /.,  . . . ,  /„,  . . .  une  suite  infinie  d'arcs  de  courbes  inté- 
rieures à  (d)  et  dont  les  contacts  avec  le  cercle  (c)  au  point  P  sont 
respectivement  d'ordre  o,  i,  2,  ....«,  ....  Soient  E„,  E,,  E^,  ..., 
E„,  ...  les  ensembles  formés  par  les  -valeurs  limites  de  /(:;)  sur  ces 
arcs  de  courbes  que  nous  supposons  situés  d'un  même  côté  du 
diamètre  du  cercle  passant  en  P. 

L'ensemble  des  valeurs  limites  de  /(:■)  sur  les  a/vs  /„,  /, ,  ..., 
/„,  ...,  ne  dccroî/  jamais  lorsque  Vordre  du  cunlacl  augntenle  ;  en 
d'autres  ternies,  on  a  les  inégalités  : 

E„^E,<E,<...<E„.... 

Nous  pouvons,  par  une  première  représentation  conforme,  rem- 
placer le  cercle  (d)  par  le  demi-plan  situé  au  dessus  de  la  tangente  P.x' 
à  ce  cercle,  le  point  P  coïncidant  avec  son  bomologue;  les  courbes 
/„,/,,...,  /„,  . . .  deviennent  des  courbes  1'^,  l\,  . . . ,  /J,,  . . .  ayant  avec 

P./-  des  contacts  d'ordres  o,  i ,  2,  . .  . ,  //, Soit  (0)  le   domaine 

limité  par  un  cercle  tangent  en  P  à  P./;  et  laissant  /,  à  son  extérieur,  la 
droite  P.r  elle-même  et  un  arc  de  cercle  normal  à  Pr  au  point  P.  Ce 
domaine  est  un  triangle  curviligne  que  Ton  peut,  par  la  transformation 
conforme  du  paragrapbe  25,  remplacer  par  un  secteur  circulaire  (0") 
de  centre  P  dont  un  des  rayons  sera  P,/;.  Les  courbes  /',,/',,...,  !.'„,  . . . 
deviennent  des  courbes  l'[,  II,  ...,  f^,  ...,  et  la  courlic  /,  n'est  pas 
tangente  à  Px.  Soit  FC(),  la  fonction  déduite  de  /(:■)  par  la 
représentation  conforme  qui  substitue  au  plan  des  Z,  le  plan  des  "(  où 
est  tracé  le  secteur  (0").  Les  valeurs  limites  de  F('C)  sur  /',  sont  celles 
de  E,.  Les  points  correspondants  du  plan  des  Z  sont  principaux 
pour  le  domaine  (A)  bomologue  de  (S").  H  y  a  des  courbes  cr],',  tracées 
dans  (?"),  séparant  1'  du  bord  circulaire  du  secteur  et  so  réduisant  à 
la  limite  à  P,  sur  lesquelles  F("C)  a  pour  limite  une  valeur  Z,  de  l'>,. 
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Comme   !"„,  l\,  ...,  /^,,  ...  rencontrent  Ces  courbes,  ]a  valeur  Z,  fait 
partie  des  ensembles  Ej,  E3,  . . . ,  E„,  .... 

On  raisonnerait  de  même  en  partant  d'une  courbe  /„  et  en  opérant 
les  transformations  indiquées  aux  paragraphes  25  et  24.  Par  con- 
séquent, une  valeur  limite  obtenue  sur  une  courbe  ayant  en  P  un 
contact  déterminé  avec  (c),  sera  obtenue  aussi  sur  tout  arc  dont  le 
contact  en  P  est  d'ordre  supérieur  à  celui  de  la  première  courbe. 
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Mouvements   algébriques   dans   le  plaît 
Par  J.-A.   HARRAU, 


1.    La  position  d'un  plan  mobile  (x-, /)  dans  un  plan  fixe  (X,  Y) 
est  donnée  par 

(i)  X  =  .rc  +  j'i  +  «, 

(2)  Y  =  ^5  +  1C+  b. 


OU 


sincp  ; 


donc 

(3)  c^  +  s'-^i. 

Un  mouvement  est  déterminé  si  s  et  c,  satisfaisant  toujours  la  con- 
dition (3),  a  et  b  sont  connues  en  fonction  du  temps  /,  ou,  après 
élimination  de  ^,  c'est-à-dire  passant  de  la  cinématique  à  la  géométrie 
cinématique,  si  v,  c,  a,  b  parcourent  une  suite  continue  de  valeurs 
qu'on  peut  supposer  donnée  par  deux  nouvelles  relations  : 

(  i)  /,  (c,  .s-,  a.  l>)~o, 

{■5)  /,((•,  .y,  a,  b)  =0. 

I.a  ti'ajectoire 

F(\,V)  =  o 
(lu  point 

.r  — a-,,        j=.r, 

du  pian  mobile  dans  le  plan  fixe  est  obtenue  par  l'éliniinalion  do  i\  ,v, 
<•/,  b  dans  les  é(|iiali()ns  (  1  ),  (  ■!),  (^3),  (  '|  ),  (  .j  ). 

On  peut  considérer  la  suite  de  valeurs  en  question   comme   une 
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courbe  dans  un  espace  à  (juatre  dimensions,  Vespacc  cinéniatiguc,  en 
prenant  c,.s,  a,  b  comme  coordonnées  par  rapport  à  un  système  ortho- 
gonal OC,  OS,  OA,  OB.  Cette  courbe  sera  l'intersection  des  trois 
hypersurfaces  (3),  (/|  ),  (^5),  dont  (3)  est  la  même  pour  chaque  mou- 
vement. L'étude  des  mouvements  dans  le  plan  revient  donc  à  celle 
des  courbes  représentantes  qu'on  peut  tracer  dans  cette  hyper- 
surface 

C-  -I-  i-  :=  I , 

que  nous  appellerons  le  bicylindrc  ciiicrnatique. 

Si  /,  et  f.,  sont  algébriques,  leur  intersection  avec  le  bicylindrc 
sera  algébrique  et  les  trajectoires  de  tous  les  points  deviendront  aussi 
algébriques.  Si  cette  intersection  dégénère,  chaque  courbe  parliellc 
sera  la  représentante  d'un  mouvement  algébrique  correspondant  :  la 
classification  des  niou^enienls  algébriques  dans  le  plan  ('qui^aut  à 
celte  des  courbes  algébiiques  situées  dans  le  bicylindrc  cinéma- 
tique. 

2.  Le  bicylindrc  cinématique  peut  être  regardé  comme  un  bicô/ic, 
dont  la  droite-sommet,  commune  à  tous  les  plans  générateurs,  est 
la  droite  à  l'infini  A.B^  du  plan  axial  OAB.  Chaque  plan  générateur 
contient  un  point  du  cercle  directeur 

c-  -h  s-=  I, 
situé  dans  OCS. 

La  section  de  l'espace  à  l'infini  avec  le  bicylindrc  est  composée  de 
deux  plans  générateurs  passant  par  les  points  cycliques  de  OCS. 

La  section  avec  un  espace  linéaire  ordinaire  E.,  est  : 

Un  couple  (le  plans,  réels,  imaginaires  ou  confondus,  si  Iv,  passe 
par  A^B^; 

Un  cylindre  de  révolution,  si  FI,  passe  par  C^B^; 

Un  cylindre  ellipti(|ue  dans  le  cas  général. 

Une  section  plane  est  : 

La  droite  A^  B^  comptée  double,  si  le  plan  contient  cetle  droite  ; 

Un  couple  de  droites,  réelles,  imaginaires  ou  confondues,  si  le  plan 
a  un  point  commun  avec  A^B^; 

Un  cercle,  si  le  plan  passe  soit  par  C^S^,  soit  par  une  autre  droite 


MOUVEMENTS    ALGEBRIQUES    DANS    LE    PLAN.  O^ 

à  rinfini  qui  est  parallèh-  de  Clifford  avec  A^  B^  par  rapport  à  la 
quadrique  absolue  à  l'infini 


une  ellipse  clans  le  cas  général. 

Pour  reconnaître  le  cas  circulaire,  remarquons  que  A^  B^  et  C^  S^ 
sont  réciproques  polaires  par  rapport  à  la  quadrique  absolue;  elles 
sont  donc  un  couple  d'arêtes  opposées  d'un  tétraèdre  dont  les  deux 
autres  couples  d'arêtes  sont  génératrices  des  deux  réglées  de  la  qua- 
drique. 

Les  droites  d'une  congruence  linéaire  appuyées  sur  un  de  ces  der- 
niers couples  composent  un  système  de  parallèles  de  ClilTord,  auquel 
appartiennent,  dans  les  deux  cas,  A^B^  et  C  S^.  Or,  un  plan  ayant 
comme  droite  à  l'infini  une  telle  parallèle  donne  une  intersection  avec 
le  bicylindre  cinématique  contenant  les  points  d'appui  de  cette  paral- 
lèle, c'est-à-dire  les  points  cycliques  du  plan;  cette  intersection  est 
donc  un  cercle. 

Chacun  des  deux  systèmes  de  plans  à  section  circulaire  est  iso- 
gonal,  cela  veut  dire  que  les  deux  angles  de  position  formés  par  deux 
plans  quelconques  du  système  sont  égaux. 

Les  équations  des  plans  des  deux  systèmes  peuvent  être  mises  sous 

la  forme  : 

l'f -(- '^>^  +  IA« -+- S6  =  const.   i 

système  c/roil 
Qc— Pi-  — brt  -t- R6  — coiist.  ) 

et 

l'f  +  O.s-f- R«  +  S6  =  consl.   I 

(,)c-— l'.s  -t-S«  — R6  =  consl.  j     -^  ° 

5.  Lu  appli(piant  des  transformations  de  coordonnées,  toujours 
cartésiennes,  dans  le  plan  mobile  ainsi  que  dans  le  plan  fixe,  on  peut 
décrire  un  même  mouvement  par  une  infinité  de  syslèmcs  d'écpia- 
tioiis  (i  ),  ...,  (  ")  ),  donc  de  courbes  représentantes. 

l'osons  dans  le  plan  mobile  : 

x  =  E,yt  -h  v^i-i-  x„        y  —  —  l,ff,-^ri  y,  -h  j3, 

Journ.  de  Malk.  (7»  série),  loiiic  III.  —  Fasc.  I,   1917.  O 
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et  dans  le  pian  fixe 

Z:=  Xyj-|-Y!72-+-  oîj,  H  — —  X(T,+  Y/o-H  pj, 

OÙ 

'A  +  <7Î  =  y^-+-'7^  =  i. 
Nous  obtiendrons  les  équations  nouvelles  : 

(i)  î=       ç-/  +  ri!7+a, 

(3)  y2_|_(j-=I, 

(4)  9i  (■/,  <T,  a,  (3)  :=  o, 

(5)  cp,  (y,  CT,  «,  (3)=;o, 

où  Y,  '^,  y-,  p  et  r-,  .9,  f/,  A  sont  liées  par  la  transformation  linéaire  : 

y  ==  (yi  y-2  — (Jiffi)c  —  ('7iy2  +  7i  '^a)''*, 

(7  =  (  (7,  •/.,  H-  y,  C7.,  )  c  +  (  y,  7 j  —  cr,  0-2 ) .?, 

c!  =--  (aiy.2+-  [3,(73)c  +  (pr/2 —  a,  ï7o)  i  -H  yort  -i-  ff.  ^  +  ^j, 

(3  "-=  (Pr/i—  5(|0-.>)  f  —  («172+  iJi^s)-*  —  ^'■■j'''  ^  y^''  +  P^- 

Ces  transformations,  disons  Iraiisjoriitations  cinématiques,  consti- 
tuent un  groupe  de  collinéalions  à  quatre  paramètres  de  l'espace  ciné- 
matique, qui  laisse  invariant  : 

L'inlini  ; 

Le  bicylindre  cinématique  et  en  particulier  son  plan  axial  ; 

Le  système  droit  des  plans  isogonaux  avec  le  plan  axial,  donc  des 
sections  circulaires  droites.' 

Les  collinéations  du  groupe  ne  sont  pas,  en  général,  orthogonales  ; 
elles  le  sont  en  particulier  pour  oc,  =  ^,  --=^  o.  Mais  rien  n'empêche  de 
considérer  de  nouveau,  après  une  transformation,  y,  7,  a,  p  comme 
coordonnées  orthogonales  dans  un  autre  espace  cinématique. 

Les  transformations  cinématiques  n'affectent  pas  les  propriétés  pro- 
jeclives  de  la  courbe  représentative,  ni  sa  position  projectivc  pai' 
ra|)porl  aux  figures  invariantes  nommées  ci-dessus. 

I.  Lf  (IciiTi'  (II-  cluifjiif  li-cijccloirc  (l((/is  un  inouvcincul  ali^'é- 
hrif/uc  est  cii'dl  au  degré  (Viiiic  cotirln'  rcprèscnlanti'. 
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En  effet,  ce  degré  est  le  nombre  des  points  d'intersection  de  la  tra- 
jectoire 

V(X.,Y)^o 

avec  une  droite  quelconqne 

PX  +  OV  +  R  =  o 
ou 

P  {x,c  +  y,  .ç  +•  rt)  -t-  Q  (—  a-,.ç  +-  )',c  +  6)  -t-  R  =  o. 

Cette  équation  représente  un  espace  linéaire  (hyperplan)  qui  a 
//  points  en  commun  avec  la  courbe  représentante,  supposée  du 
degré  ii.  Il  n'y  a  que  ces  //  solutions  (  r,  s,  a,  />)  qui  indicpient  une 
position  du  plan  mobile  pour  laquelle  le  point  (a,,,  v,  )  tombe  dans  la 
droite  choisie  dans  le  plan  fixe. 

11.  Le  no/nhri'  des  points  doubles  de  eliaque  Irajfi'loire  est  è^al 
fin  nornbri'  de  poiitla  douJdes  réels  el  appan-nls  d' uiv  eonvhe  vepré- 
se  II  taule. 

Un  point  double  dans  la  représentante  correspond  à  deux  positions 
identiques  du  plan  mobile,  les  trajectoires  de  tous  ses  points  pré- 
sentent donc  à  la  fois  un  point  double. 

Si  le  point  singulier  de  la  représentante  est  un  rebrousscment,  les 
trajectoires  montreront  à  la  fois  un  rebroussemenl. 

Pour  les  points  doubles  des  trajectoires  ne  provenant  pas  de  posi- 
tions identi(iues,  on  aura 

X  =       f,,r -(- j,  ;)' +  «,=       c,x  +  s^_y  -\-  a.,, 
Y  =  —  .V|  .i-  -H  C|  j'  +  6,  ~  —  ^2  j;  +  c,  j  +  /;., 
OU 

(c,  —  f,)  .c  -f-  {Si  —  s.-i) y  +  (a,  —  «.,  ).  I  -1-  (  A,  —  />2).o  =  o, 
(«■i—  --i)/— (.«,  —  . «2). r -)-{«,  — rto).  0-1-  {h,  —  l>,).\=0. 

Les  quantités  (r,  —  c.,),  (.v,  — s.,),  (  «,  —  a.^  ),  {l>,  —  l>.^)  sont  propor- 
tionnelles aux  cosinus  directeurs  de  la  corde  de  la  courbe  représen- 
tante parles  points  {e,s,a,/>,  )  el  [e.,s.,a.il).,).  Cette  corde  doit  donc 
être  perpendiculaire  an\  directions  de  O  à  (^.r,,  r,,  1,  o)  cl  à 
(  >',,  —  .'•,,  n,  I  ),  doue  ;iii  pliin  conlrihint  ces  droites.  Ce  plan  est  un 
«  isogonai  du  système  droit  »  au  plan  (  )Ali;  un  second  plan  absolu- 
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ment  perpendiculaire  à  ce  premier  appartient  encore  au  même  sys- 
tème. La  corde  doit  être  parallèle  à  ce  second  plan,  c'est-à-dire  qu'elle 
doit  rencontrer  la  droite  à  l'inlini  de  ce  plan,  laquelle  est  parallèle  de 
Clifford  de  A_^B_  et  complètement  déterminée  par  le  point  (  .i-,,  y,  )du 
plan  mobile  dans  la  trajectoire  duquel  on  cherche  les  points  doubles. 
Le  nombre  de  ces  points  doubles  égale  le  nombre  de  cordes  qui 
rencontrent  la  droite  à  l'infini  en  question,  c'est  ce  que  par  analogie 
nous  devons  appeler  le  nombre  des  points  doubles  apparents  de  la 
représentante.  Si  cette  courbe  est  de  triple  courbure,  non  contenue 
dans  un  hyperplan,  ce  nombre  n'est  autre  que  le  degré  de  l'espace 
courbe,  lieu  des  cordes.  Si  la  représentante  est  de  double  courbure,  ce 
lieu  devient  une  congruence  et  les  points  doubles  apparents  recouvrent 
leur  sens  ordinaire,  projetés  du  centre  où,  dans  le  cas  général,  l'espace 
linéaire  contenant  la  courbe  est  renconlié  par  la  parallèle  de  Cliirord 
en  question. 

6.  Les  points  doubles  de  la  seconde  catégorie  dans  les  trajectoires 
seront  des  points  de  rebroussenie//t  quand  la  corde  devient  tangente. 
Mais  le  lieu  des  points  {-i',/)  du  plan  mobile  dont  les  trajectoires  pos- 
sèdent un  tel  rebroussement  est  la  courbe  polaii-e  nwbib'  du  mouve- 
ment. Nous  obtenons  donc  la  relation  géométrique  suivante  entre  la 
courbe  représentante  et  la  courbe  polaire  mobile  : 

L'inlersection  de  la  surface  des  tangentes  de  la  représentante 
avec  V espace  àVinfini  est  une  courbe, plane  ou  tordue^  dont  chaque 
point  porte  une  parallèle  de  Cli/foi-d  du  système  droit,  l'ensemble 
des(/uelles  est  une  surface  réglée.  La  polaire  j-i'cipi-nquc  de  cette 
surf  ace  pai-  rapport  à  la  quadrique  absolue  est  une  autre  surface 
réglée  formée  de  parallèles  du  sy^stènte  dioil.  L' intersection  de 
celle-ci  avec  le  plan  à  Vinfiiii  b  =  o  est  une  courbe  jdane  cidlinéaire 
à  la  courbe  polaire  mobile. 

On  peut  aussi  projeter  la  première  surface  réglée  du  centre  \i  sur 
le  plan  (^^S  A^;  le  contoui-  apparent  sera  cori/'latif  à  la  courbe 
polaire. 

7.  Le  mouvement //M vT.s^'  ou  indirect  d'un  mouvement  donné  est 
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déterminé  par 

se  zrzXc  —  Y.ç  —  ac  H-  bs. 
y  '.zz  X  .s  +  \  c  —  ns  —  bc, 

avec  les  mêmes  équations  (3  ),  (  4),  (5). 
(  )n  peut  écrire  aussi 

(  I  )  ^  =      XC  +  YS  +  A , 

(2)  ,.:=_XS  +YC-t- B, 

(4)  F,  (C.  S,  A,  B)=:o, 

(5)  ?,(€,  S,  A,  B)=io, 

OÙ  C,  S,  A,  B  et  t\  s,  a,  h  sont  liées  par  les  relations 

C  ^  c,  S  =  —  .f .  .\  =  —  «c  -H  bs,  B  :=  —  as  —  bc. 

Ces  relations  caractérisent  une  transformation  quadratique,  bira- 
tionnelle  et  involutive  de  l'espace  cinématique,  convertissant  la  courbe 
représentante  du  mouvement  direct  en  celle  du  mouvement  indirect, 
qui  est,  en  général,  du  degré  double. 

r^a  transformation  devient  linéaire  pour 

c  z:^  Cl,  S  zzi  Si  (  n"  10  ,1 

ou 

«  r=  o,  A  —  o  (n"  11) 

8.  I^a  conception  même  du  mouvement  indirect  comporte,  pour 
les  couibes  enveloppes  des  droites  du  plan  mobile,  des  propriétés  en 
dualisme  avec  celles  des  trajectoires  du  mouvement  indirect  (Chasics). 

Indi([iiant  une  droite  du  plan  mobile  par  les  coordonnées  langen- 
tielles  boinogènes 

"  =  ri  — J2,  ^'=  —  {-'A  —  x.i),         .v  =  .r,  j2— ■2-2J,, 

ou  liouve 

U    -z-         cil  -T    .ST, 

V  =  —  su  -t-  Cl', 

W  =:  ( — ac  -t-  /n)  Il  —  {as  +  bc)  ('-4-  ir. 
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Les  formules  inverses  sont,  conformément  au  n"  7, 

;/  =--.  cU  —  ,ç\  . 

(•  =  s\j  -+-  cV, 

iv  =  al]  ^  bW  -h  VV. 

Ces  formules,  jointes  aux  équations  (  3),  (  4),  ('>  )  du  n"  1 ,  cVst-à-dire 
à  la  connaissance  de  la  représentante,  donnent  les  enveloppes  de 
droites  dans  les  mouvements  direct  et  indirect. 

9.  Les  formules  des  n°*  1  et  8  nous  permettent  de  déterminer  la 
courbe  représentante  dans  les  cas  où,  soit  deux  points  du  plan 
mobile  sont  contraints  ii  parcourir  des  trajectoires  prescrites  (  qui 
peuvent  coïncider),  soit  deux  droites  à  décrire  des  enveloppes  voulues 
(éventuellement  confondues),  soit  un  point  à  parcourir  une  courbe, 
tandis  qu'une  droite  glisse  le  long  d'une  autre  (laquelle  encore  peut 
être  la  même). 

Si  le  point  (./-, ,  y,  )  doit  suivre  la  trajectoire 

on  aura 

/[( Xi  c  +  j,s  -f-  rt),     (—  .r,.s-  -H  vc  -4-  6)  ]  =  o 
OU 

/,  (c,  5,  «,  i>)  =  o. 

LIne  liypersuiface  de  ce  type  est  un  liicylindre  du  degré  de  /',  dont 
la  droite-sommet  à  l'infini  satisfait  aux  équations 

.fiC  -h y, s  +  «  =  o, 
y,  c  —  .i\s  H-  />  =  o  ; 

elle  est  donc  une  parallèle  de  Clifî'ord  de  A«B,  du  système  droit.  En 
opérant  avec  la  droite-sommet  selon  le  n°  ii,  on  ^oit  que  chaque  plan 
générateur  du  bicylindre  contient  des  cordes  dont  les  points  d'appui 
sont  les  intersections  du  plan  avec  la  courbe  représentante.  Tous  les 
points  de  la  trajectoire  du  point  (ar,,  j^,)  sont  donc  multiples;  tandis 
(pic  les  Irajectoires  générales  sont  parcoui  ues  une  seule  fois,  celle  du 
point  (inj'i)  est  parcourue,  soit  réelleuienl,  .-oil  iniaginairement, 
autant  de  fois  qu'est  le  (piotient  du  degré  de  /dans  celui  de  la  lepré- 
senlante. 
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Si  la  droite  (w,,  i,,  u-,  )  doit  envelopper  la  courbe 

']>{U,  V,  W)  =  o, 
on  aura 

'1  ]  (cil,  -+-  .ST,),    ( — sui  +  Cl',"),    [( —  «c  +  ^^5)  (/,  —  (a5  -I-  /«■)  r,  -!-  ir,  ]  j  =o 

ou 

/',  (c,   s-,  «,  /y  )  =  o. 

Celle  hypersurface  est  la  transformée  selon  le  n"  7  d'un  bicylindre  du 
type  précédent. 

Plusieurs  niouvemenls  d'application  teclinicpie  entrent  dans  la  caté- 
gorie de  ce  paragraphe  ;  il  va  sans  dire  <[ue  dans  un  exemple  spécial 
on  pourra  profiter  d'un  choix  convenable  des  axes  de  coordonnées. 

10.  Une  première  classe  de  niouvemenls  algébriques,  bien  triviaux 
du  reste,  est  caractérisée  par  les  représentantes  qui  sont  courbes 
planes  dans  un  plan  ^('nèiriteur  du  bicvlindre  cinématique. 

On  a  alors 

c  =  c,,  i-  =  .v,,         /(«,  b)  =  o. 

Il  n'y  a  pas  de  rotation,  le  mouvement  est  puratlcle,  toutes  les  trajec- 
toires sont  congruenlcs  à  celle  de  l'origine  du  plaa  mobile,  qui  est 

./•(\,Y)  =  o. 

I^a  translation  esl  le  cas  plus  simple,  dont  la  représentante  est  une 
droite. 

Les  mouvements  indirects  sont  du  même  type  (n"  7). 

11.  La  deuvième  classe  comprend  deux  types  de  mouvement,  bien 
connus  encore,  correspondant  aux  sections  planes  du  bicylindre 
cinémati(jue. 

La  ri'[)iésenlante  esl  cirmlaiie  du  système  droit  {\V'  2  ),  iiuandy", 
cl  /\  sont  (le  la  forme 

Pc  +  (^),v   I-  \{a  +  S/>  H-  T,  -  o, 
() c  —  I ' ,v  —  S (/  4-  U  6  +■  Tj  ^^  o. 
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Divisant  par  vR'+  S-,  nous  obtenons 

p'  c  -H  y  «  +  H'«  +  s'7>  -h  t;  =  o, 

1^)'  c  —  P'  ,î  —  S'  a  +  R'  b  +  T;  =  o. 
Mais  alors,  eu  égard  aux  formules  du  n°  5,  en  posant 


^,y.+  P,^,--I", 

pr/a 

-a,a,  =  Q', 

y,=  rv, 

cr,=  S', 

^.  =  t;, 

P,=  ï', 

on  peut  toujours  transformer  en 

Cela  veut  dire  que  la  nouvelle  origine  du  plan  mobile  (H  =  o,  yj  ^  o) 
reste  à  sa  place  (  E  =  o,  H  ^  o),  le  mouvement  est  une  lotalion.  Le 
mouvement  inverse  est  aussi  une  rotation  (n"  7). 

Quand  la  représentante  est  circulaire  gauche  ou  elliptique  ^  f  ^  ety., 
sont  des  hyperplans  dont  le  plan  commun  n'est  pas  isogonal  droit 
avec  OAB.  Ce  plan  porte  un  faisceau  d'espaces  linéaires,  dont  chacun 
peut  être  regardé  comme  un  bicylindrc  projetant  de  degré  un  dans 
le  sens  du  n°  9.  Il  y  a  donc  une  infinité  de  points  qui  décrivent 
une  droite,  parcourue  deux  fois,  puisque  les  trajectoires  générales 
sont  du  second  degré,  notamment  des  ellipses.  On  reconnaît  le  wou- 
vemc ni  elliptique;  le  lieu  des  points  à  trajectoire  droite  est,  comme 
on  sait  et  comme  le  raisonnement  du  n"  6  le  confirme,  une  circonfé- 
rence. Le  mouvement  est  complètement  déterminé  par  trois  positions 
du  plan  mobile,  puisque  les  trois  points  correspondants,  s'ils  ne  sont 
pas  en  ligne  droite,  déterminent  le  plan  de  la  représentante.  Le  mou- 
vement inverse  tombe  sous  le  type  du  n"  17. 

12.  Les  représentantes  des  mouvements  de  la  troisième  classe  sont 
àcs  courbes  à  double  courbure^  situées  dans  uu  espace  linéaire.  Cet 
espace  étant  un  bicyliudre  du  premier  degré  dans  le  sens  du  n"  {),  il 
existe  un  srul  point  du  plan  mobile  qui  décrit  une  trajectoire 
droite. 

Inversement,  tous  les  mouvements  à  un  fntralnenient  droit  seront 
représentés  par  une  couiI)e  hyperplanc. 
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Par  une  transformation  du  n"  5,  l'équation  de  l'espace  linéaire  peut 

être  ramenée  à 

*  =:  o, 

les  équations  (i  ),  ...,  (5)  devenant  quatre  : 


X=z 

xc  ■+- 

y  s  -\-  a, 

Y  =- 

-  XS  -H 

yc. 

c' 

'-+s-^ 

=  r. 

f,{c, 

s,a)^ 

=  o. 

I /'origine  du  plan  mobile  décrit  la  droite 

\  =  o. 

L'espace  cinématique  devient  tridimensional,  le  bicylindre  cinéma- 
tique un  cylindre  de  révolution  ordinaire  ;  il  y  a  atilant  de  types  dr 
mouvements  d'un  entraînement  droit  qu'il  y  a  de  types  de  courbes 
non  planes  sur  un  cylindre  ordinaire. 

Il  existera  : 

Un  mouvement  cubique,  la  trajectoire  générale  est  une  cubique  à 
point  double  (n°  d); 

Un  mouvement  biquadralique  avec  trajectoire  du  (juatriènic  degré 
à  deux  points  doubles; 

Un  mouvement  bi(|uadrali([ue  avec  position  double,  les  trajectoires 
ont  trois  points  doubles,  dont  un  de  première  espèce; 

Un  mouvement  biquadralicpie  avec  position  de  rebroussemenl,  les 
trajectoires  ont  deux  points  doubles  et  un  rebroussemenl  (de  pre- 
mière espèce); 

Et  ainsi  de  suite. 

Si  les  points  d'une  courbe  re[)résentante  admeltenl  une  construction 

par  les  méthodes  de  la  géométrie  descriptive  ordinaire  (comme  c'est 

le  cas  avec  les  mouvements  mentionnés  ci-dessus),  ces  points  pourront 

être    transmis  dans   une    seconde   épure  comme   positions    du   plan 

mobile,  a  étant  l'abscisse  de  l'origine 

s 
(fl  =:  arc  tang  - 

donnant  l'orientation  de   Taxe  OX  de  ce  plan.   Ce  procédé  permet 

Journ.  de  Math.  (7'  série),  tmiin  Ul.   —   Kaso.    I,  i()c7'  9 
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de  traiter,  à  litre  d'exercices,  une  assez  grande  variété  de  mou- 
vements par  le  dessin  seul.  On  trouvera  facilement  la  solution  par 
construction  des  problèmes  rattachés  :  tangentes  aux  trajectoires, 
courbes  polaires,  points  doubles  des  trajectoires,  etc. 

15.  Le  iiiouvemeiit  cubique  est  déterminé  par  cinq  positions  arbi- 
traires du  plan  mobile.  Pour  exécuter  la  construction,  on  transmet 
ces  positions  sur  le  cylindre  cinématique;  la  cubique  gauche  repré- 
sentante est  déterminée  par  les  cinq  points  correspondants  et  le 
sommet  à  l'infini  et  peut  être  construite  selon  la  méthode  bien 
connue. 

Les  équations  (i),  ...,  (5)  du  mouvement  pourront  toujours  être 

transformées  à 

X  =       u'c  -^  ys  ^  n, 

Y  = .TS   -H  J'f, 

c-  -\-  s-=:  \ . 
ac  ■+■  s  :=  1 

ou,  sous  forme  paramétrique, 

2t  I  —  i- 


Pour  la  courbe  polaire  mobile,  on  trouve  une  parabole 


Les  formules  du  n"  7  donnent  le  mouvement  inverse,  on  trouve 
qu'il  est  cubique  aussi,  la  courbe  polaire  fixe  est  une  parabole  égale  à 
la  première,  les  sommets  des  deux  paraboles  doivent  correspondre. 
Le  foyer  d'une  parabole  décrit  la  directrice  de  l'autre  et  inversement; 
celte  propriété  peut  servir  à  déterminer  le  mouvement. 

Le  mouvement  cubique  peut  être  regardé  comme  le  premier  terme 
d'une  série  de  mouvements  algébriques,  sortant  généralement  de  notre 
troisième  classe,  dont  la  courbe  polaire  mobile  est  symétrique  à  la 
courbe  polaire  fixe  et  roule  sur  celle-ci  de  manière  à  être  toujours  sa 
réflexion  dans  une  tangente  commune.  Une  trajectoire  est  alors  le  lieu 
des  réflexions  d'un  point  du  plan  fixe  dans  les  tangentes,  elle  est  homo- 
thétiquc  à  échelle  double  de  la  podaire  de  ce  point  par  rapport  à  la 
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polaire  fixe.  Ses  propriétés  projeclives  sont  donc  déduclibles  de  celles 
de  la  courbe  polaire;  les  foyers  décrivent  toujours  des  tr.ijecloiics 
plus  simples. 

Pour  ces  mouvements  on  peut  donc,  en  appliquant  en  sens  inverse 
les  n""  A,  il,  (J,  déterminer  d'avance  le  caractère  géométrique  de  la 
courbe  représentante  (exemj)le  au  n"  17). 

li.  Sans  entamer  l'étude  détaillée  de  tous  les  cas  spéciaux 
contenus  dans  les  trois  types  de  mouvement  biquadratique,  nous  en 
voulons  signaler  deux  qui  renferment  comme  exemples  particuliers 
des  mouvements  connus. 

Un  mouvement  à  un  entraînement  droit  peut  jouir  en  outre  de  la 
propriété  qu'une  droite  du  plan  mobile  passe  toujours  par  un  point 
fixe.  Le  mouvement  indirect  sera  alors  du  même  type  que  le  direct  : 
nous  dirons  tiwuvcmeid  par-acoiichoïdal. 

Selon  le  n°  7,  la  courbe  représentante  du  mouvement  inveise  devra 
être  située  dans  un  liyperplan 

r^C  -h  QS  +  liA  +  TB  +  V  =  o 
où,  puisque  h  =  o, 

C  rr  c,  S  =r  —  i,  A  =r —  ac,  R  =:  —  as. 

Donc 

Ve—()s  —  l\ac  —  Tas  +  V  —  o 
ou 

n(Kf+T.O  — Pc +  ().«-  V  =  o. 

Par   une   transformation   convenable,  on   peut  lamener  celte   équa- 
tion  à 

ac  +  s  :=  consl.  +  //. 

Le  point  u  =  0,7  =  0)  parcourt  la  droite  Y  =  o,  tandis  que  la 
droite  x  =  —  p  passe  toujours  par  le  point  (X  =  o,  Y  =  i). 

f.es  deux  courbes  polaires  sont  en  général  de  même  type,  j'.'quation 
de  la  polaire  mobile  est 

{y-  —  pjc)-  =  x^-h  }-. 

Dans  le  cas  particulier  /*=i,la  rcprésenlanle  dégénère  en  une 
droite  et  une  cubique  (u"  I."»),  b;  mouvement  est  ciibi(|ue. 
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Un  autre  cas  particulier  est 

donc 

flC  +  ?  =  o. 

Cette  équation  représente  le  mouvement  conclioïdal  ordinaire; 
l'équation  de  son  mouvement  inverse,  mouvement  conlracoiirh.oidal, 
peut  être  ramenée  à  la  forme 

«(.■  +  1   :^  O. 

On  sait  qu'une  courbe  polaire  devient  doublement  symétrique, 

y'-  =  x-+  Y-, 

tandis  que  l'autre  est  une  parabole. 

Les  représentantes  de  tous  ces  mouvements  possèdent  un  point 
double  en  A^ ,  les  mouvements  eux-mêmes  auront  une  position  double 
à  l'infini  qui  causera  un  point  double  à  l'infini  dans  toutes  les  trajec- 
toires en  dehors  des  deux  points  doubles  ordinaires  (type  biquadra- 
tique  2  du  n"  12). 

\6.  L;n  mouvement  biquadralique  peut  montrer,  outre  son  entraî- 
nement droit  nécessaire,  un  cniratiu'inent  quadratique,  c'est-à-dire 
un  j)oinl  du  plan  mobile  qui  décrit  une  conique. 

Selon  le  n°  î),  la  courbe  représentante  est  alors  la  section  du 
cylindre  cinématique  avec  un  autre  cylindre.  Mais  la  représentante, 
étant  biquadratique,  porte  en  général  quatre  cônes,  dont  un  encore 
pourra  être  un  cylindre;  en  ce  cas,  le  sommet  du  quatrième  sera  l'in- 
tersection des  axes  de  ces  trois  cylindres,  donc  un  point  de  UA,  qu'on 
pouiia  transformer  en  oiigine  ().  Nous  trouvons  ainsi  : 

Un  mouvement  hitiuddratique  peut  avoir  deux  entraînements 
quadratiques.    L'èqunlion   du   mouvement  pourra  être  mise  sous 

la  forme 

V(<\  s,  a)  =  o, 

V  èluiil  une  foiirlion  homoiii'nr  qu<idr(tti(juc . 

InversemenI,  un  cône  K  délcrminf  une  représentante  (pii  porte 
leuv  autres  cylindres.  Ainsi,  pour  donner  un  exemple  numériipie,  on 


tic 
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peut  faire  rester  l'origine  du  plan  mobile  sur  la  droite  \  =  o,  tandis 
que  le  point  (i;  o)  reste  sur  l'ellipse 

X^  -  2  \Y  4-  3  \-  -H  4  X  -~  4  ^  —  5  =  o 

et  le  point  (o;  i)  sur  Thyperbole 

\-  -h  3 X'^  —  ^  -■  +  4  X  +  4  Y  -  3  =  o. 

16.  La  quatrième  classe  comprend  les  mouvements  sa/>-s-  cnlraine- 
meiil  droit,  dont  les  courbes  représentantes  sont  à  triple  coiirbiirr, 
situées  toujours  sur  le  bicylindre  cinématique. 

La  courbe  la  plus  simple  de  ce  genre  est  la  rationnelle  du  qua- 
trième degré,  possédant  trois  points  doubles  apparents.  Les  trajec- 
toires montrent  donc  trois  points  douilles  (de  seconde  espèce),  le 
mouvement  est  bien  distingué  du  deuxième  type  biquadratique, 
puisqu'il  ne  possède  ni  entraînement  droit,  ni  position  double. 

La  courbe  représentante  est  projetée  de  chacune  de  ses  cordes  par 
un  bicône  quadraticjue,  et  inversement  :  la  droite-sommet  d'un  bicône 
quadratique  contenant  la  courbe  doit  être  une  corde.  La  droite- 
sommet  A,B„  du  bicylindre  cinématique  a  donc  deux  points  P,  et  P. 
en  commun  avec  la  courbe.  La  représentante  est  déterminée  par  ces 
deux  points,  qu'on  peut  choisir  arbitrairement,  et  cinq  autres  points 
P.,,  P,,,  P;;,  P^,  P,,  pris  sur  le  bicylindre  cinématique.  Elle  est  l'in- 
tersection de  celui-ci  avec  deux  bicônes  quadratiques,  l'un  à  droite- 
sommet  P,  P3  et  passant  par  P.,  P,,,  P5,  P„,  P,,  l'autre  à  droite- 
sommet  P0P3  et  passant  par  P,,  P,,  P,,,  i'„,  t\.  Cette  construction, 
comme  sa  démonstration,  est  en  analogie  parfaite  avec  celle  d'une 
cubique  gauche  contenant  six  points  donnés. 

On  peut  aussi  doimer  sept  points  aibilraires  sur  le  bicylindre, 
donc  : 

Le  mouvement  du  (juotrii'nie  ordi-e  sans  entruinemi-nl  droit  eut 
déteruiim''  par  sep!  positions  du  plan  molule. 

11  n'y  a  aucune  dlfliculté  à  exécuter,  par  l'extension  de  la  mélhode 
de  la  géométrie  desrriptive  à  l'espace  à  (|uatre  dimensions,  la  construc- 
tion de  la  courbe  dans  une  i'\mn'  et  à  li'ansporler  les  positions  r,  ,v, 
a,  h  obtenues  dans  l'épur.-  (•inéniati(pie.  (  )n  pouira  alors  résoudre  les 
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problèmes  que  nous  avons  indiqués  clans  le  n"  1*2  pour  le  cas  plus 
facile  d'un  entraînement  droit. 

Le  procédé  pourra  encore  servir  pour  les  mouveiuenls  d'ordre  plus 
élevé  si  les  représentantes  admettent  un  traitement  descriptif. 

17.  Le  mouvement  cardioïdal,  l'inverse  de  l'elliptique,  est  un  cas 
particulier  du  mouvement  du  n°  16. 

En  effet,  les  inverses  selon  les  formules  du  n°  7  de  deux  espaces 
linéaires  F,  =  o  et  F^  =  o  seront  deux  variétés  quadratiques  /,  =  o 
et  f.,  ■=  o.  La  partie  du  second  degré  dans  ces  équations  sera  linéaire 
en  (—  ar  -h  bs)  et  (—  as  —  bc  ),  comme  celle  du  premier  degré  en  c 
et  s.  I^es  quadriques  à  l'infini  de  /,  =  0  et  /a  =  o  passeront  donc  par 
les  quatre  droites  : 

I  fl  =  o,  (  «=      ^"'  ,o>  i  "=— '^'^  ,/x  i  •"  — °' 

(   /)  —  o  ;  (  c  =  —  ,ç(  ;  {   c  —      se.  \  s  —  o. 

Le  bicylindre  cinématique  ne  contient  pas  (1),  par  contre  il  passe 
par  (2)  et  (3),  tandis  que  (4)  est  sa  ligne  double;  il  reste  de  l'in- 
tersection dégénérée  totale  une  partie  courbe  du  quatrième  ordre 
à  triple  courbure. 

On  obtient  les  équations  de  la  courbe  sous  forme  paramétrique  en 
partant  du  plan  à  section  elliptique 

A  =/9,C  H-f/iS, 
B  =/A,C  +  9,S, 

l'origine  étant  prise  au  point  commun  avec  le  plan  axial  du  bicy- 
lindre cinématique.  Après  l'introduction  de  coordonnées  liomogènes 
w  et  W,  les  formules  du  n°  7  donnent  : 

c  =  CW,        .ç  =  -S\V, 

a  =:  —  /),C^-+-  7, S-  4-  (/>..  —  (/,  )CS, 
b  =  ~  fuC-  —  f/ ^'À-  —  [p^  +  '/■2)CS, 

les  paramètres  (J,  S,  \\    devant  satisfaire  à  la   rcbilinn 

C-  +  s^  ==  w^ 
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On  voit  que  les  quatre  points  à  l'infini  de  la  courbe  (  W  =  o)  coïn- 
cident en  paires  avec  les  points 


et 


b  —  i 

1)-=.- 


les  points  isotropes  du  plan  axial. 

Pour  les  tangentes  on  trouve,  par  un  léger  calcul,  indépendamment 
de  Pn  "/ft/^a.  ^2.  les  droites  (3)  et  (%).  Les  représentantes  cardioï- 
dales  sont  caractérisées  par  ces  deux  points  à  Tinlini  et  ces  tangentes. 
Ces  données  équivalent  à  quatre  points  de  la  courbe,  celle-ci  est  déter- 
minée par  trois  points  arbitraires.  Comme  le  mouvement  elliptique, 
le  mouvement  cardioïdal  est  déterminé  par  trois  positions  du  plan 
mobile  (construction  par  inversion  du  mouvement). 

Un  autre  cas  particulier  des  mouvements  du  n"  16  est  formé  par  ces 
mouvements  où  les  courbes  polaires  sont  dnix  cercles,  deux  ellipses 
ou  deiLc  hyperboles  symétriques,  selon  le  n"  15. 

(Le  cas  de  deux  paraboles  donnait  le  mouvement  cubique.) 

18.  Imaginons  un  mouvement  quelconque.  La  courbe  représen- 
tante C  possédera  en  un  point  P  régulier  une  tangente  t,  un  plan 
osculatcur  î:  et  un  espace  osculateur  t,  ayant  respectivement  un 
contact  biponctuel,  triponctuel,  quadriponctuel  avec  la  courbe.  La 
représentante  C  du  mouvement  inverse  aura  aussi,  en  général,  au 
[)oint  P'  correspondant  à  P.  une  tangente  t',  un  plan  -'  et  un  espace  i 
osculateurs. 

Par  la  tangente  -  on  peut  mener  en  général  un  seul  plan  ayant  avec 
le  bicylindre  cinématique  une  section  circulaire  du  système  droit, 
puisqu'il  passe  par  le  point  à  l'infini  de  t  une  seule  parallèle  de  Clif- 
ford  de  A,B,  de  ce  système.  La  rotation  déterminée  p;ir  cette  section 
circulaire  a  en  commun  avec  le  mouvement  donné  deux  positions  infi- 
niment voisines,  elle  est  la  rotation  taii'ji^ente  ou  instantauée  pour 
la  position   P. 

La  tangente  -.'  donne  la  rotation  instantanée  inverse. 

La  distnbulion  des  tangentes  aux  trajectoires  en  tous  les  points 
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du  plan  mobile  est,  pour  une  position  régulière  d'un  mouvement  quel- 
conque, identique  à  celle  de  la  rotation  tangente. 

Le  plan  osculateur  r.  contiendra  en  général  une  section  elliptique 
du  bicylindre  cinématique,  représentant  un  nioinement  cUIpliquc 
osculateur  (n°  H). 

[m  dislribulioii  des  cercles  osculaleurs  aux  Irajec.toires  en  tous 
les  points  du  plan  mobile  est  à  chaque  moment  identique  à  celle  dans 
le  mouvement  elliptique  osculateur;  la  circonférence  lieu  des  points 
qui  décrivent  des  droites  dans  ce  mouvement  n'est  rien  autre  que  le 
cercle  des  inflexions  bien  connu. 

Le  plan  osculateur-'  donne  une  représentante  elliptique  dont  l'in- 
verse, selon  le  n°  7,  a  un  contact  triponctuel  en  P  avec  C  ;  cette  courbe 
inverse  représente  donc  le  nwuveineul  cardioïdal  osculateur  (n"  i  7). 

L'espace  osculateur  £  a  en  commun  avec  le  bicylindre  cinématique 
un  cylindre  ne  portant  que  des  représentantes  de  mouvements  à 
entraînement  droit  (n°  12).  Afin  de  choisir  parmi  ces  courbes  celle 
qui,  ayant  en  P  un  contact  quadriponctuel  avec  C,  représente  le  mou- 
vement le  plus  simple,  considérons  en  même  temps  l'espace  oscula- 
teur i' .  î/espace  quadratique  E'  inverse  de  s',  selon  le  n"  7,  aura  un 
contact  de  ce  genre.  L'intersection  du  bicylindre  avec  t  et  E'  repré- 
sente un  mouvement  paraconclioïdal  (u"  14)  ayant  en  commun  avec 
le  mouvement  donné  quatre  positions  infiniment  rapprochées.  Choi- 
sissant, pour  représenter  l'élément  diflerentiel  de  quatre  points  con- 
fondus d'une  courbe  plane,  la  parabole  hyperosculatrice^  nous 
avons  :  ta  distribution  des  paraboles  hyperosculatrices  aux  trajec- 
toires en  tous  les  points  du  plan  mobile  est,  à  c/iaque  instant,  iden- 
tique à  celle  dans  le  mouvement  paraconclioidal  osculateur. 

Quant  aux  points  singuliers  de  la  courbe  représentante,  ils  se 
retrouveront  comme  positions  singulières  dans  le  mouvement,  les 
propriétés  concernant  ces  points  se  traduiront  en  autant  de  propriétés 
de  la  cinématique  du  plan. 

Ainsi,  supposant  de  nouveau  les  représentantes  algébriques,  les 
relations  de  Pliicker-Cayley  et  de  Salmon-Cremona  pourront  être 
appliquées  aux  mouvements  à  entraînement  droit,  comme  leurs  ana- 
logues pour  les  courbes  en  E,,  (A'éronèse)  aux  mouvements  sans  cet 
entraînement. 
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19.  Les  mouvements  considérés  jusqu'ici  sont,  proprement  dit,  des 
ensembles  de  positions  dépendant  d'un  seul  paramètre.  Mais  la  posi- 
tion d'un  plan  par  rapporta  un  autre  ayant  trois  degrés  de  liberté, 
on  peut  imaginer  aussi  des  ensembles  de  positions  dépendant  de 
deux  paramètres.  Leurs  représentantes  seront  des  surfaces,  soit 
contenues  dans  un  liyperplan  (entraînement  droit,  n°  12),  soit 
tordues,  mais  situées  toujours  sur  le  bicylindre  cinématique. 

Le  degré  d'une  telle  surface  est  le  nombre  de  points  d'intersection 
avec  un  |)lan  ou  bien  le  degré  de  la  courbe  d'intersection  avec  un 
Iiyperplan.  Sa  signification  cinématique  est  donc  le  //ombre  de  posi- 
tions que  l'ensemltle  a  eu  commun  avec  un  nwuvemenl  elliptique 
quelconque  ou  bien  le  degré  du  mouvement  contenu  dans  Vensemhle 
qu'effectue  le  plan  quand  on  contraint  un  point  arbitraire  ci  rester 
sur  une  droite  choisie. 

Prenant,  avec  la  première  définition,  un  plan  de  section  circulaire 
droite,  le  degré  devient  le  nombre  de  positions  dans  lesquelles  un 
point  arbitraire  du  plan  mobile  se  trouve  à  une  place  prescrite  dans  le 
plan  fixe. 

Un  plan  générateur  du  bicylindre  cinématique  aura  en  commun 
avec  la  surface  une  courbe  de  degré  n,  de  sorte  que 

2  n  -t-  /.■  =.  N, 

si  N  est  le  degré  de  la  surface,  A  le  nombre  de  fois  qu'elle  contient  la 
droite  A„B.;  les  mouvements  parallèles  (  n"  10)  contenus  dans 
l'ensemble  sont  donc  de  degré  n. 

Les  seuls  plans  dans  le  bicylindre  sont  les  plans  générateurs,  ks 
ensembles  de  positions  de  premier  degré  qu'ils  représentent  sont 
donc  ceux  des  positions  à' orientation  fixe. 

Puisqu'il  n'existe  pas  de  surfaces  tordues  du  second  degré,  les 
ensi'uddrs  du  second  degré  ne  sont  autres  <jue  ceux  dans  les([uels  //// 
point  du  plan  mobile  est  dans  une  droite  du  plan  fixe.  Les  surfaces 
représentantes  sont  des  cylindres  (n°  2). 

Toutes  les  autres  surfaces  dans  le  bicylindre  cinématicpic  sont 
tordues;  la  plus  siin[)le  est  celle  du  troisième  degré,  intersection  avec 
un  bicùne  ayant  avec  le  bicylindre  un  plan  générateur  eu  commun. 
Cliaque  espace  linéaire  passant  parce  plan  contiendra  un  autre  plan 
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générateur  du  hicylindre  ainsi  que  du  bicône,  leur  droite  d'intersection 
appartiendra  à  la  surface  voulue,  qui  est  réglée.  Le  mouvement 
d'orientation  constante  quelconque  contenu  dans  Fensemblc  sera  donc 
une  translation  (N  =  3,  «  =  /r  =  i).  Quand  on  assujettit  un  point  du 
plan  mobile  à  un  entraînement  droit,  le  mouvement  qui  reste  possible 
dans  l'ensemble  sera  en  général  un  mouvement  cubique. 

20.  Considérons  de  nouveau  les  formules 

X  =       xc  -\-  ys  -h  n, 
Y  =  —  J"S  +  yr  +  l), 

sans  supposer  maiittenant  c  et  s  liées  par  la  relation 

c-  +  s-  ^  \  . 

La  transformation  est  alors  semblable  en  sens  direct,  le  plan  (X,  ^  ) 
étant  à  échelle  \  C"  +  s"  :  i  par  rapport  au  plan  {x,  y^).  Chaque  point 
(  c,  5,  a,  b)  indique  une  position  semblable  du  plan  mobile  dans  le 

plan  fixe,  le  hicylindre 

c''-  +  s-^^  /•- 

rassemble  les  positions  d'agrandissement  7-.  La  valeur  /•  =  i  corres- 
pond à  la  grandeur  originelle;  la  valeur  /■=o,  donc  c  =  o,  .?  =  o, 
indi(|uo  que  les  points  à  distance  finie  du  plan  mobile  sont  contractés 
en  un  point  du  plan  fixe. 

Chaque  courbe  tracée  dans  l'espace  cinématique  représente  un 
mouvement  avec  échelle  variable.  On  étend  sans  difficulté  la  théorie 
développée  dans  ce  qui  précède  à  ce  cas  plus  ample;  signalons  tout 
d'abord  que  le  degré  des  trajectoires  est  encore  égal  à  celui  de  la 
courbe  représentante. 

On  aura  ainsi  : 

Deux  figures  planes  diiectcment  semblables  déterminent  un  «  niou- 
vcinenl  semblable  »  du  premier  de^ré,  où  toutes  les  trajectoires  sont 
droites. 

Une  eonrbe  plane  représente  un  mouvement  semblable  dans  lequel 
les  trajectoires  sont  en  général  du  degré  et  du  type  projectif  de  la 
représentante.  U  y  aura  pourtant  -r!  trajectoires  droites,  correspon- 
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danl  aux  c^paccs  linéaires  du  faisceau  d'liy[)erplans  porté  par  le  plan 
de  la  représeiilanle.  En  ciïet,  si 

V  c  +  Q  i -H  H  a  4-  S  />  +  T  =  o 

est  l'équation  d'un  hyperplan,  le  point 

Pl=l  — QS  PS  +  QR 

du  plan  mobile,  intersection  des  droites 

R.r  +  Sj  =  P  et  Rj  — S.r  =  Q, 

décrira  dans  le  plan  fixe  la  droite 

H\   +SV-+-T:=:0. 

Le  lieu,  dans  le  plan  mobile,  des  points  à  trajectoire  droite  est 
une  circonférence.  Donnant  le  plan  de  la  représentante  par  les 
équations 

P,c  -+-  Q,i  +  R|f?  +  S, /y  -\-  T,  =  o, 

P,  c  -f-  O, s  -+-  R2  (/  +  Sj  /'  +  T.,  =:  o, 

on  trouve  ré({uatioii  de  ce  cercle  : 

-.r(P,S,-P,S,  +0,R,-0,H,) 

4-  r(P,R,-P,R,-Q,S, -H  g,S,)  — (P,Oj-  P,Q,)  =  o, 

dont  les  points 

^  (P.  +  >.P,)(R,+  XR,)-(Qi+XQ,)(S,  +  XS,) 
'""'■  ([{,-+-XR2)-^+(S,  +  XS2)^ 

^  _  (P,-(-XP,){S,-)-^S,)H-  (y,-4-)iQ,)(R,  +  >.R,) 


décrivent  les  dioiles  du  faisceau 

(Ri  +  XRjIXh-  (S,+  >.S,,)V  +  (T,-,-  /.T.)  =0. 

Dans  le  mui/vc/iif/it  sfiiihlahlc  du  si-roiid  df>;/-é,  les  trajectoires 
sont  en  général  des  coni(jues  ([ui  sont  toutes  à  la  fois  ellipses,  ou 
hyperboles,  ou  bien  paraboles.   Le   mouvement  est  déterminé   par 
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exemple  par  cinq  positions  d'un  segment  AB,  les  points  A,,  A^,  A.,, 
A„  A3  étant  choisis  arbitrairement  sur  une  droite  a,  comme  B,,  B^,, 
B3,  Bj,  B5  sur  une  droite  [3. 

La  construction  est  plus  facile  encore  si  l'on  donne  a  et  p,  la  trajec- 
toire conique  y  d'un  point  C  du  segment  AB  (on  peut  prendre  un 
cercle  )  et  le  rapport  AC  :  CB. 

Les  courbes  à  double  courbure  représentent  des  mouvements  sem- 
blables à  un  seul  entraînement  droit,  celles  à  triple  courbure  les 
mouvements  sans  cet  entraînement. 

Les  surfaces  et  les  hypersurfaces  contenues  dans  l'espace  cinéma- 
tique représentent  des  ensembles  de  positions  semblables  dépendant 
respectivement  de  deux  ou  de  trois  paramètres. 

En  un  mot,  toute  la  géométrie  de  l'espace  à  quatre  dimensions  aura 
son  interprétation  cinématique  dans  le  plan,  raison  (ou  prétexte)  de 
plus  de  nous  occuper  de  cet  espace. 


Sur  les  quartiques  gauches  de  première  espèce, 
leurs    représentations    paramétriques    et  leur   classification. 

Par  R.  de  MOIVTESSUS  de  BALLORE. 


INTRODUCTION. 

Les  quartiques  gauches  de  première  espèce,  qui  sont  les  inter- 
sections de  deux  surfaces  du  second  ordre,  se  partagent  en  trois 
groupes  :  les  quartiques  o",  qui  ont  un  point  de  rebroussèrent;  les 
quartiques  'Si[,  qui  ont  un  point  double,  et  les  quartiques  ç.,,  qui 
n'ont  pas  de  point  singulier ('j. 

Les  quartiques  oj  et  (ù\  sont  unicursales,  comme  le  sont  aussi  les 
quartiques  gauches  de  deuxième  espèce  :  on  sait  que  ces  dernières 
courbes  sont  les  intersections  d'une  surface  du  troisième  ordre  et  d'une 
surface  du  second  ordre,  qui  se  coupent  en  outre  suivant  deux  généra- 
trices d'un  même  système  de  la  quadrique.  On  sait  aussi  qu'il  n'existe 
pas  d'autres  courbes  du  quatrième  ordre  que  celles  de  deuxième  et  de 
première  espèce. 

Certains  théorèmes  généraux  montrent  que  les  quartiques  o.,,  elles 
ne  sont  pas  unicursales,  peuvent  être  représentées  paramétriquement 
au  moyen  des  fonctions  elliptiques  :  et  cela  met  en  relief  des  propriétés 
intéressantes  et  bien  connues  de  ces  courbes.  Cependant,  il  faut 
prendre  garde,  nous  le  verrons,  que  ces  quartiques  doivent  être 
partagées  en  trois  sous-groupes  :  les  courbes  9J,  pour  lesquelles  le 
faisceau  de  quadriques  correspondant  comprend  quatre  cônes  du 
second  degré  réels  ;  les  courbes  5^,  pour  lesquelles  deux  cônes  seule- 
ment sont  réels;  les  courbes  o^,  où  il  n'y  a  plus  de  cônes  réels  :  et,  si 
un  cône  est  imaginaire,  son  sommet  est  imaginaire,  quand  la  courbe 
est  réelle. 

(')  Celte  iiolalion  paiiiil  être  iiisiiflisaiile.  Une  nolalion  un  peu  ilillorenle 
sera  proposée  an  n"  k-i. 
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W.  Killinj^  (')  a  réalisé  la  préparation  paramétrique  des  quar- 
tiques  z>\  au  moyen  des  fonctions  a",  et  l'on  peut  remplacer  ces  fonc- 
tions, qui  figurent  par  leurs  rapports,  par  sn//,  en  w,  dn«,  sous  réserve 
de  montrer  que  le  module  k'-  est  compris  entre  o  et  i.  Cette  représcu- 
lation  lie  convient  plus  pour  les  sous-groupes  çj,  cp'J,  à  moins 
(T accepter  un  tétraèdre  de  référence  imaginaire,  car  le  tétraèdre 
employé  a  pour  sommets  les  sommets  des  quatre  cônes  correspondant 
à  la  courbe  :  et  si  te  tétraèdre  est  imai^inaire,  les  coordonnées  le 
sont  aussi.  La  même  remarque  doit  être  faite  pour  la  représentation 
indiquée  par  Léauté  (-),  qui  emploie  les  fonctions  snw,  cnu  dnw,  et 
pour  les  résultats  obtenus  par  G.  Loria  ('),  qui  se  sertdes  fonctions  0. 

11.  Halphen  (*)  a  montré  que  les  fonctions  pu,  pu,  p"  u  peuvent 
représenter  les  quartiques  de  première  espèce;  ici,  deux  cônes  au 
moins  doivent  être  réels,  sauf  recours  encore  à  des  coordonnées  ima- 
ginaires, quand  aucun  des  cônes  n'est  réel.  Le  cas  de  quatre  cônes 
réels  prêterait  à  discussion. 

Plus  récemment,  A.  Enders  (*)  a  distingué,  dans  cette  question,  les 
trois  sous-groupes  ç/J,  oj,  (p|  et  paraît  avoir  employé  des  tétraèdres 
réels,  mais  les  formules  qu'il  donne  sont  compliquées  d'imaginaires 
dont  la  présence  n'est  pas  justifiée  pour  les  quartiques  des  sous- 
groupes  o|,  o\.  Les  fonctions  employées  pour  la  représentation  para- 
métrique sont  celles  de  Jacobi. 

Chacun  de  ces  auteurs  enfin  se  préoccupe  plutôt  de  montrer  \di  possi- 
bilité de  représenter  les  quartiques  ©,  par  les  fonctions  elliptiques  et 
d'indiquer  des  formes  générales  de  représentations  paramétriques, 
que  de  réaliser  les  transformations  permettant  d'écrire  les  équations 
paramétriques  en  fonction  des  données  qui  figurent  dans  les  équations 
tétraédriques  ou  cartésiennes.  Aussi  leurs  résultats  ne  permettent  pas 
d'aborder  certains  problèmes  importants,  par  exemple  celui,  non  encore 
étudié,  et  d'un  grand  intérêt,  de  la  desci'iption  des  diverses  quarti(jues 
constituant  chaque  groupe  ou  sous-groupe  :  les  formes  géométri(pies 
de  ces  courbes  ne  nous  sont  connues  que  dans  des  cas  particuliers. 

(')   W.  KlLLOG,  Diss.  lieilin,  1872,  p.  11. 

(')   M.  r^ÉAL'iÉ,  Joiirnat  de  VEcolc  PolyLechnique^  XLVI°  caliier,  1879,  p.  65. 
(')  (i.  LoiiiA,  Alll  l{.  Acad.  IJncei,  licndiconli,  6'^  série,  t.  II,  1890,  p.  179. 
(  '  )  11.  llAi.i'iiii.N,    Traité,  des  fondions  elliptiques  et  de  leurs  d/iplicatioris, 
1.  11.  I';iris,  1880,  p.  ff'to.  Voir  aussi  d'Iîsci.aibes,  Thèse,  r88o,  \\.  1)7. 
{'}   A.  IVMiFiis,  l\'iva    \cla  Acad.  Leop.,  Ki,  1906,  p.   ioi. 
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J'obtiens  dans  ce  Mémoire  la  représentation  par  les  fonctions  sn/y, 
en  M,  dnii  des  quarliqiies  définies  par  leurs  équations  létraédriqucs,  en 
partant  pour  chaque  sous-groupe  o\,  oj,  oj  de  coordonnées  réelles. 
Ces  fonctions  sn«,  cnit,  Anu  ont  toujours  leur  module  A  réel  et 
compris  entre  —  i  et  +i.  Dans  un  cas,  un  seul,  il  s'introduit  des 
imaginaires,  c'est  à  propos  des  quartiques  o^'  ('). 

Je  donne  ensuite  la  solution  de  la  représentation  paramétrique  des 
quartiques  définies  par  trois  cylindres  :  ici  tous  les  éléments  sont  réels. 
Ce  problème  n'avait  pas  encore  été  abordé  :  il  présente  de  grandes 
difficultés  (-). 

Je  montre  aussi  que  les  quartiques  o,,  (jui  sont  de  genre  zéro, 
doivent  être  partagées  en  deux  sous-groupes. 

Comme  conclusion,  j'établis  une  classification  nouvelle  des  ([uar- 
tiques  gauches  de  [iremière  espèce. 

Les  fonctions  sn«,  en»,  ànii  n'ont  pas  été  choisies  au  hasard.  Leur 
intérêt,  pour  la  représentation  de  courbes  réelles,  vient  de  ce  qu'elles 
rendent  aisée  la  distinction  du  réel  de  l'imaginaire  et  aussi  de  ce  que 
ce  sont  les  seules  fonctions  elliptiques  dont  on  ait  construit  des  Tables 
numériques,  sous  forme  d'intégrales  ellipti(jues  (/*). 

Les  calculs  sont  minutieuxetoffrent  quelque  difficulté;  le  lecteur  ne 
devra  point  en  être  surpins  :  il  semble  que  ce  caractère  soit  inévita- 
blement attaché  à  toutes  les  questions  se  rapportant  aux  courbes 
gauches  (  '  ). 

Chapitue  L  —  Quartiques  oj. 

1.  Les  (juartiques  ç!,  pour  lesquelles  les  quatre  cônes  sont  réels, 
peuvent  être  représentées  (^)  par  le  système  d'équations 

(i)  zX^+ 3Yi!+ yT^i^o.         r!\--h  £Z2+rT-  =  o. 

(')  R.  OE  iMoxTESSl'S  DE  liAM.onr,,  Cftin/iles  rf/ii/r/s  de  l' Académie  des  Sciences, 
l.  161),  1918,  p.  212. 

('-)    R.   DE  MoNTKSSrS  DE  HaLLO»!!,  Ibid.,  p.  Z!\'). 

(')  r)es  Taijies  étendues  el  interpolables  des  intégrales  ellipli(|ues  de  proiiiière 
et  de  Jeuxième  espèce  el  de  la  l'oiiriion  l.<>}<'/  "-onl  acliielleineiit  soii<  presse 
(Paris,  Gaulhier-Villars  el  C""). 

(')  Cf.  par  exemple,  à  ce  propos,  IJ.  Haumien,  Clnssiftcalion  des  courbes 
gauches  algébriques  (./.  A'.  P.,  i8S>),  cl  15.  nK  MoNiicssrs  de  riAi.i.ouH,  Sur  les 
courbes  gauches  algébriques  (./.  M.  P.  A.,  Jgiô). 

(')  I'ainvin,  /Vomi'.  Ann.  Math.,  1868,  et  R.  de  iMoMiîssrs  m-:  Haï. 1. uni:,  lulro- 
duclion  à  la  Théorie  des  Courbes  gauches  algébriques,  l'aris,  Croville-Moranl, 
1918  [Cours  libre  professé  à  la  Facidlé  dei  Sciences  de  Paris),  aiilograpliié. 
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OÙ  X,  ^  ,  Z,  T  représentent  les  coordonnées  x,  j-,  z,  l  de  la  courbe, 
prises  dans  un  certain  ordre  (par  exemple,  a7=Y,  r  =  X,  s  =  Z, 
t  =:  T),  le  tétraèdre  de  référence  ayant  pour  sommets  les  sommets  des 
quatre  cônes. 

Parmi  les  coefficients  a,  p,  y,  un,  au  moins,  est  négatif  et  deux,  au 
plus,  sont  négatifs,  sinon  la  courbe  serait  imaginaire.  Un  changement 
de  signes  ramène  le  second  cas  au  premier.  Il  en  est  de  même  pour  o. 

Si  nous  mettons  les  signes  en  èvidenre^  nous  obtenons  les  neuf 
combinaisons  que  voici  : 


(O 
(3) 
(5) 
(7) 
(9) 


I  -  ÔX2  +  iTj  +  rr 

\  —  =!X-+;3Y-^+-^T 

j     ÔX2  — c'Z^  +rp^o, 

\  — aX2  +  ;3Y2+yT2  =  o, 
\        oK'  +  eZ''  -^T-^— o, 

\  aX^— (3Y2-+-yT2=:0, 

^  aX=- 


(2) 

aX^  +  ;3Y^ 
oX^  +  eZ^ 

-  7X^=0, 

aX^-h(3Y 

—  yX^=o, 

(4) 

ÔX'--cZ= 

+  sX^  =  o, 

(6) 

^ 

aX-^+pY^ 

-•/X2=o, 

1 

-oX-^-f-cZ^ 

-hÇX2  =  o, 

(8) 

i 

«X^-PY 

+  yT^r=o, 

ÔX^  +  eZ- 

-;x^  =  o, 

?Y-^  + 

yT^ 

=  0, 

iZ'  + 

ÇT- 

=  o. 

Nous  allons  réduire  à  trois  les  neuf  systèmes  d'équations  qu'on  vient 
d'écrire. 

1°  Echangeons  X  et  T  dans  le  système  (2  );  il  vient 

—  yX2+ j5Y'+aX'''=  o,         —  ÇX^  +  £Z-+ 8X2=  o, 

système  écjuivalant  à  (i);  la  même  transformation  montre  que  (4) 
é(|uivaut  à  (3)  et  que  (6,  8)  sont  respectivement  é(iuivalents  à  (5,  7). 
2"  Le  système  (9)  est  réductible  au  système  (5).  Kn  effet,  éliminons 
d'abord  \',  puis  T"  entre  les  deux  équations  (9).  Il  vient 

-[3âY''+(yô— «nX2  4-a£Z'=o, 
•pÇY^— (yo  —  ar)X^  +  7£Z-=o; 

si  yo  —  y.'Ç  !>  o,  nous  écrirons  ce  système 

{  —^dY'-^(yô  —  o':Ç)T'-{-xsZ'-=o, 
I       (3ôY'+(yô-«Ç)X''-7£Z'=o; 
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sa  forme  équivaut  à  celle  de  (5);  si  yo  —  a'C  <^o,  nous  l'écrirons 

(         (3ÔY'+(aÇ  — yô)T2-  asZ^^O, 

forme  équivalant  à  (G),  donc  à  (5),  i°. 

3"  Le  système  (7)  est  lui-même  réductible  à  (5),  par  la  même  trans- 
formation. Éliminons  en  effet  X^,  puis  Ï-;  nous  avons 

f        pÇY-'+ysZ^— (yô-HaÇ)X2— o. 
Jl  ne  reste  donc  à  étudier  que  les  systèmes  (i),  ('i  ),  (5). 

2.   Ne  précisons  plus,  pour  le  motnent,  les  signes  de  a,  [3,  y,  0,  £,  '(. 
Revenons  au  système  général 

(ro)     aX2-h,SY•■'  +  yT^     àX2  +  £Z--t-ÇT^=o     (signes  de  a r  non  précisés) 

que  nous  écrirons 


X^       ^^  Y^                           ,  X^ 

Z^        ^ 

1°  Posons 

(I  0 

X          >.              Y        p.  en  M 

Z        V  d  n  w 

V  '   '  / 

T  ~  sn  «             T  ^     sn  u 

T          snM    ' 

il  vient 

('?-) 

y  sn-«  =  0, 

Exprimons  que  ces  deux  relations  sont  identiquement  vérifiées.  Nous 
aurons 

(i3)      al'+i^ix'—o,  —  [3|:/2  _^  y  =  o,  oX-+£v^=:o,  —  £v'X-^  +  J  =r  o. 

Ces  relations  montrent  que  a  et  [3  d'une  part,  S  et  £  d'autre  part,  sont 
de  signes  contraires  cl  que  p,  y,  puis  £,  'Ç  sont  de  mêmes  signes.  Les 
quatre  combinaisons  possibles 
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se  réduisent,  en  changeant  au  besoin  tous  les  signes  de  l'une  des 
équations  (^lo)  ou  même  de  ces  deux  équations,  à  la  combinaison  sui- 
vante, où  les  siiines  sont  mis  en  évidence  : 

-aX2+l3Y-^+ 7X^=0,         —o\■'-^-i7J+^T'—o^,    ' 

c'est  le  système  (  i). 

Calculons  k-  au  moyen  des  équations  (i3  ).  Ces  équations  donnent 

y  =  3u.V  );2^_   i£u.î=:_Z,  rvî=;-_0/,2=    Z2, 

^  est  positif,  comme  il  est  nécessaire;  cette  quantité  est  moindre 

que  I  si  a"C<CY^;  ®^  '*'"  avait  a"(  >  yo,  il  suffirait  de  poser,  au  lieu 

de(ii), 

\  À  Y judiiM  Z        V  en  H 

T        %x\u  T  sn  u  T         su  u  ' 

on  trouverait  un  système  analogue  à  (1  T),  avec 
o<X'=4<'- 

2"  Revenons  au  système  (10)  et  posons 

X  À  Y  IX  sn  II  Z  vdn«_ 

T        CHU  T         cnii  T         en  it  ' 

le  système  (10  )  prendra  la  forme 

.   aO-  ■+-  jSfjt'  sn- (/  +  "/ (  '  —  sn- 11)  ^^  o. 

'  oÀ-  +  îv'(  I  - —  /,-  sn-  «  )  -H  '  (  1  —  «n-  II)  —  o. 

Kxprimons  que  ces  relations  sont  identiquement  véiilîées  : 

,  afr  +  y  r=  o ,  3,a-  —  •/  -    o , 

'  61'-  +  sv-  +  Ç  =  o,  £v-  /.-^  4-  :  =  o  ; 

d'où  l'on  déduit,  pai'  éliinirKilion  de  'Ç  entre  les  deux  dernières, 

o>.-   1    £-/^(i  -  /,')  -  o; 

a  et  y,  î  et  Z,  0  et  î  devant  être  deux  à  deux  de  mètnc  signes,  ^  et  y 
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devant  être  de  signes  contraires,  nous  avons  à  étudier  les  combinaisons 
suivantes  : 

i-  'i^-  Y-  3.  £.  Ç. 


qui  par  des  changements  de  signes  convenables,  se  réduisent  à  celle-ci  : 

—        +        +        +        —        -h 
C'est  le  syslciitt'  (3  ).  Ici, 

£V-  =  —  0/.-  —  Ç  ^  ^  r=:  L :  , 

a  X 

cV-  aj  —  yô  yô  ' 

yrj 

comme  f^est  négalif,  k"^  est  compris  entre  o  et  i. 
3°  Posons  en  dernier  lieu 

X  À  \    ^  sn  u  Z         V  en  II 

le  système  (lo)  devient 

^a/,-+|3]Ji-  sn-(/    -1-7(1  —  /,=  sn-«)=20, 

'   o/,--+-£v-{i  —  ■é\\-u)  +  ':(\  —  /,-sn^«)  =  o,    . 

d'où 

oc>.--i  y  =  o,       ;3p.-— 7/.-  =  o,       ôX'-i- £v--{- r  =  o,       £v2-+- r/,-  =  o, 
et,  en  éliminant  £v-  entre  les  deux  dernières  équations, 

donc  a  et  y,  puis  £  et  'i,c\.  0,  (sont  respectivement  de  signes  contraires, 
mais  [i  et  y  sont  de  même  signe,  ce  qui  se  résume  en 


84  R-     DE     MONTESSUS     DE     BALLORE. 

et  l'on  trouve  ainsi  le  système  (5).  On  a 

quantité  positive. 

Cette  transformation  suppose  yo  <^  yZ.  Si  yo  ^a'C,  on  écrit 

X  \  Y [i.cnu  Z  V  en  u 

T        ànii  T         dnu  T         Ami 

et  l'on  obtient  pour  k'^  : 


3.  Une  quartique  cp',  définie  par  un  système  tel  que  (i),  peut  donc 
toujours  (Hre  représentée  paramétriquement  au  moyen  des  fonctions 
sn,  en,  dn  par  un  des  systèmes 


X 

Z 

T 

>.  ~ 

— 

V  dn  II 

— ) 

fx  en  II 

sn// 

X 

Z 

T 

— 

fi  dn  « 

À 

V  en  u 

sn  // 

X 

Z 

_     T 

l  ~~ 

f/.  sn  II 

V  d  n  « 

en  // 

X 

Z 

T 

),  ~ 

— 

dn  // 

IX  sn  II 

V  en  (/ 

X 

Z 

T 

1.  " 

— 

dn  // 

a  en  (/ 

V  sn  II 

où  A,  [j.,  V  sont  réels  et  o  <^  /»\,  <  i . 

En  faisant  correspondre  convenablement  x-,j,  :-,  /  kX,  Y,  Z,  T,  il 
en  résulte  que  toute  quartique  cpj  définie  par  un  système  d'équations 

aX"--f-  pY^+  yï-=  o,      iîX'-  +  sZ-  -h  rr---;  o 

peut  être  représentée  par  des  équations  paramétriques  de  la  forme 

(1/4)  -  —      -^      = — ^^^ —  = -; (o< /■- arbitraire  <  1). 

A         [j.  sn  H         V  en  «         dn  // 

oîi  A,  [j-,  V  so//<  /•ëels. On  peut  ajouter  que  les  expressions  de  A,  jj.,  v  en 
fonction  de  a,  p,  y,  0,  £,  "(sont  des  plus  faciles  à  obtenir. 
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Réciproquement,    les  équations   (i4)   représentent  toujours  une 
quartique  tpj,  quels  que  soient  X,  p.,  v,  A'-. 

Éliminons'en  effet  sn;/,  en;/,  dnw  entre  les  équations (i4)  elcelles-ci 


il  vient 


su-;/  +  cji  w/  =  I . 


A -su- H  -\-  àn'-u 
l 


i<-  —  y'  *■'■< 


équations  (jui  représentent  la  courbe  dans  le  système  de  coordonnées 
où  le  tétraèdre  a  pour  sonimels  les  sommets  de  quatre  cônes  du  faisceau 
ponctuel  de  quadriques  correspondant  à  la  courbe. 
L'équation  du  faisceau  de  quadriques  est 


H>  +  A)-^(H-A^V)j^--;:^-)AU^ 


l'équation  en  A 


:(i  +  A^\) 


o  o  o  -  /.M 

(  iH-  A  ){ I  +  /.-  A  )  A  =  o 

a  une  racine  infinie  (elle  est,  en  principe  du  quatrième  degré),  une 
racine  égale  à  —  i ,  une  racine  réelle,  une  racine  égale  à  —  p- 

Ces  racines  sont  réelles  et  différentes  les  unes  des  autres,  et  cela 
correspond  à  la  définition  des  (piartiques  "j\. 

('.iiAi'iiui:  II.        Quartiques  o\. 

■i.   (les  quartiques   peuvent  être   définies   par  les  deux    cônes  (') 

j°--f-  H(î--  /■■)-+-?.D:t-^.  o,         jc--h  \V{z-—  (■)  +  9.\yzt  =  o. 


(')  I'ain'M.n,  etc.,  toc.  cit.,  p.  79,  Note  (5). 

Journ.  de  Malli.  (7*  série),  tome   UI.  —  Fasc.  II,  1917. 
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Posons 

(2)  t^yz; 

il  vient 

(3)  T-^  [B(i  — a')  +  aDajc^^ro,         j-^h- [B' (  i  —  z^)  +  D'à]  ;-=  o. 

Ici  encore,  les  signes  de  B,  D,  B',  D'  vont  jouer  un  rôle  fonda- 
mental. 

6.   1.  Soit 

B=  —  p-<o,         F)— — q-<o; 

nous  avons 

y-  -i-  { />'  y-'  —  iq-  y.  —  /»-);-=:  o, 
ou 

Mous  avons 

{p'-y  —  q-y- 

I : -. >  O, 

/'■  +  '/* 

sinon  le  premier  membre  de  cette  C([uation  ne  pourrait  s'annuler  pour 
des  valeurs  réelles  de  ^;  nous  pouvons  donc  poser 

p-a  —  q-  _    .    ^ 
et  nous  en  tirons 


^^  v7^'  +  ?'siny  4-9- 

P- 
II  en  résulte  (  2,  4)) 


(o)  l  — -^LL i : £-  ;,  y—  IX '—zc.o&o. 

Nous  avons  ensuite 

y)' 
=  —  |-     (/''+  "y'')  sin-O)  —  9. q^\/ /)'•-{-  7'  sin  9  -(- /;*—  7']i'-, 


\//j'  -h  7'  sin  9  +  ly-  _,, 


SUR    LES    QUAIITIQUES    GAUCHES     DE    IMtEMIÉRE    ESPÈCE.  ,S-- 

portons  dans  (i  2);  il  vient,  après  réduction, 

(6)  .ï=-v/       B'(/>*+y\)sin>4-2v/y,v+y.(B'y*_D'/.')sin'j 

/>-  V  —  H'(/>'— 7*)  -  ■,..D>V/-^c. 

On  remarquera  que  fo  discriniiiianl  de  la  qaaulitc  so/t.s  h-  radical 

est  toujours  positif. 

Les  formules  (5,  6)  réalisent  une  représentation  paramétrique  des 
quartiques  9^,  dans  l'hypothèse  B  <  o,  D  <  o. 

H.  Soit  maintenant 

La  représentation  paramétri(|ue  sera  réalisée  en  changeant  y-  en  —  y- 
dans  les  formules  (5,  6);  A-  disrriniinant  {-)  n'est  pas  modifie  ri 
reste  positif. 

IlL   Soit 

Nous  avons  ici 

>•-  —  (  //'  a-  —  2  y-  a  —  /?2  )  ;2  _  o 

avec  nécessairement 

; -, 1^0, 

Y  ■    •  ■      ■ 

sinon  ^  serait  imaginaire,  l'osons 


(») 

us  aurons 
relation  ( 

«; 

donne  1 

p-x- 

-y 

I 

noi 

\/p'  + 

p'+r , 
p-    ' 

y-    V'^ 

7* 

'\si 

sinoi  ' 

('() 

''-+- 

7*  co-o  _ 

La 

l'nsuile 

q-  sin 
û!  — 

P 

19. 

s III  0 

+  \/p''+q'' 
■  sin-j 

88  It.     ME    MONTESSUS    UE     BALLOHE. 

et  il  en  résulte  (2) 

(.0)  t. 


q-  SI  no  -i-  \l  p'  - 


p-  s\no 

Nous  avons  ensuite 

I  /^'sin-tp  J 

_  (/r  —  </')sin'  o  —  2f/-  \//)^  +  g'-  ?iii  9  —  (/>•+  7' 
/)'  sin^ffl 
et (10) 

_         q^  siiio  -+-  \Jp''->r-  g'  _,  _ 
p-  sin  o  ' 

nous  avons  encore (i") 


H'(//' —  q')  sin- y  +  2H'y- y  jO*  +  r/*  siiio  +  H  i/''  +  7') 
/;'  sin-o 


q-i\no  +  \'p'  +  q' 


et,  après  réductions, 


,_        I  /[— H'(//— 7'')  — 2D'/>-y-]sin-> 

/ï-siiicpV'         --1-  2  sjp'"  +  '/'(B'^-—  D'/J-)  sin o  +  B' (/;■'  +  (y');. 

Les  formules  (9,  10,  11)  donnent  une  représentation  paramétrique, 
dans  riiypotlièse  actuellement  faite. 

Le  (llscrirniiianl  de  la  qiiunlilé  sous  le  radical 

(/r +  ./■•)  ;(Hy-r)y^)^'-[--B'(/,'-y^)-2D>V/^]B'|  =  (/j'-t-V-')(H  2 -^D'^}/>' 

esl  loii jours  posilif,  ronuiie  dans  les  cas  précéde/its. 

IV.    Soil  en  dernier  lieu 

V>=p->o,         D  =.—  g-<o; 

on  obtiendra  les  formules  voulues  en  changeant  y-  en  —  q-  dans  les 
relations  ((),  10,  11);  te  discriminaiil 

rcsl(;  posilij . 

En  résumé,  eu.  disliuù;uuul  (juatre  cas,  les  ijuarliques  '^^  peuvent 
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être  représentées  paramétriqueinent  comme  il  suit,  au  moyeu  des 
fonctions  circulaires  : 

I. 


)  7~^\/        +  i\/p'  +  'f{^'  q''-^'  P'')^'^n9  -\y  {p'  —  q')-  iM'  p-q-, 
=  ï-£- i-3Cosa),  -  = -^^ ^ — ; 

P  '       ^  y^- 

II. 

yi^  pi(^z^^.  (-)+  2q-zt^o,         X-  -h  b'  {z''  —  t^)  -h  iD'  z  t  =  o  ■ 
!  j-  _.,        / B' (/>*  +'/')sin- o 

m. 

.v^+p- (-'—<-)  +  272-;;  =  0,         .^'-^  B'(z'-—l-)  -+-  2D'3<  =  o; 
^  ,  /[-\i'(p'-p')-2D'p'-q^]sUy^Cf 

z~p^siTiw\'  +2\/p'-+q''{B'q-  —  D'p^)sin<f-hB'{p''  +  q''), 

^'-•^  '■  ,-. o      •  /- 

y       VP''^'/'  cos©  t  g-  siny  +  s/P'+  'I 

z  p  sintp  z  p-  si  11  cp 

IV. 

yi^  pi{^z-—  t-)  —  2q''-zl  =  o,  .r-H-  W  (z- —  i-)  +  ■>!>';<  =  0; 


I  .r_  _         I            /[-  ^'{P''  -  y')  +  2D>V/^J  Mi.-^a 
'^"'//-sinœV          —  2\/p''-+-  q''{li'q-  +  D'p-)  sino  +  B'(/;'-f  y*), 
'^  '  ''  '       i  .  I r 

f  y  „  V^/^''  +  7*  coscp  t_  __  —  g-  sincp  +\/p'-h  g' 

\    z  p  sincp  3  /ï^sifio 

il  est  rappelé  (|ue  les  discriniiiiiuUs  des  trinômes  en  sinç.  qui  ligurcnl 
dans  les  expressions  de  —  sont  toujours  positifs. 


G.    Nous  allons  niainleinetil  l'aire  disparaître  les  radicaux  des  expres- 
sions de  ^.  en  introduisant  les  fonctions  elliptiques  su//,  cn«,  dn«. 


9G 

'■-    Posons 

(16) 
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I  +  fi-^ 


Dans  les  quatre  cas  (i2-i5  ),  l'expression  de  -  com[)orle  un  radical  de 

la  forme 

U  =r  y/a  sin^cp -t- 2  6  sincp -h  c  (  b'- — ac>o), 

qui  devient 

U  = 


\/"(^: 


26- 


-^v/«(' 


■  )-  +  2  è(  I  -  ,3-  )  (  1  +  |3- )  +  (-•(  1  +  P^ )-. 

Ici  encore,  plusieurs  cas  sont  à  distinguer  : 
1°  «  >o.  —  On  a 

(7(  1  +  (3-)-Li-=:  «2(1  —  (3-)--i-  2«^(i  —  ,S-)  (1  -t-  ^')  -H  flc(i  +  (3-)- 
=  [rt  +  6  — (rt  -  6)(3-  Y^{h'-  —  ac)(x  +  |3'^)^ 
(17')      f/(H-|3-)2Ll-=       [,1-A-h  +  ^Ib''  —  ac  —  (a  —  h  —  \Jb-  —  oc){3^  I 
X  \a  -^  b  —  \^!b-  —  ac  —  {a  —  A  +  \l b'^  —  ac)[i-\. 

■1"  (K^o.  —  Ecrivons,  pour  un  instant,  —a,  au  lieu  de  a.  Si 

«,(  1  +  j32)nj2=:— «?(.  —  p^)=+  2a,  6(1  -  p°-)  (1  +  P-)  +  a,  f(i  +  (3')2 

"-  [^'iC  -  !3-2)  -  *(i  +  ^-)]--i-  //-(  r  +  (32)-+  a,c(i  +  ,S-)^ 


ou,  en  revenant  à  a, 

-«(i  +  (3-^ru==-L«( 

(17')     -a(i  +  ^-'rV'- 


^■')  +  b{i  +  p2)]-H-  (  b'  -  «c)  (1  +  ^-)-. 
I       a  -^  b-h  \/W^^âc  —  (      a  —  h  —  s/b^-—ac)p-] 


b-h^/b'  — 
X  [—  (7  —  6  +  y//^- — f7C-  —  (—  a  -h  b  —  \//>-—  «c)(32]. 

11  en  résulte,  en  épuisant  les  combinaisons  de  signes  possibles,  que 
a(  I  +  ^-  )"  IJ-  ou  -  «(i  -h  ^^  )U- (on  choisira  celle  de  ces  deux  expres- 
sions qui  est  positive)  appartient  à  Tune  des  cinq  formes 

:a{i-]-p'y-V'-=  v;  =  (   y^+/-^p2)(«(2  +  «-(5"-). 


(19) 
(20) 

(2.) 
(22) 


±  a(n- (32)MJ'^=  V— (-,/2+ /-^p-)  (/«■■+ «=(3--') 

±«(i  +  (3'r-u^.=  vj=(  /^-/^p2)(,«=-«=p"-) 

±  a (  H-  (3* )^  U=  =  V^  r=  (-y2  +  /2  '^'- )  ( m'  -  n-  jS'^  ) 
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Les  antres  formes  possibles  se  ramènent  à  celles-ci  par  des  change- 
ments de  signes;  par  exemple  ^ 

ce  qui  est  la  forme  (21). 

Il  est  à  remarquer  cependant  que  c^rtauies^  d,-  ces  formes  donml 
etr.' exclues.  Examinons  en  effet  la  forme  V:;  (17)  donne,  par  com- 
paraison avec  V^,  '-'  '  I 

f-  =      a  +  b  +  ^li'  -  ac,         r-^      a  —  h  -^  ^ly^—ac, 

OÙ   régalité  (2i')   ne   peut  pas  avoir  lieu.  Rien  n'exclut  cependant 
a  pnon  la  forme  V;  si  a  >  o;  en  effet,  ici  (i(3  ), 


I'    =  ,/  +b  +  yb'-~-,u;  /2    ^_  r,  —  b~-  s^/WH 

-  b ~  s/b""  —  ac,  ir-'-r  a  ~  b  +  \' b-  — 


m- 


en  fait,  nous  verrons  que  \\  doit  être  exclue  dans  tous  les  cas  de 
même  que  V;,  V^,  sauf  introduction  d'imaginaires;  et  l'examen  de 
ces  cas  sera  lom  d'être  inutile  (n"»  7,   1°,  B'-et  V',  puis  8). 

7.    I"  Considérons  y \.  -  Nous  avons 

Admettons  ici,  et  dans  ce  qui  suit,  jusqu'au  n"  8,  pour  plus  de  géné- 
ralité, car  il  se  présente  des  proMèmes  qui  ont  un  certain  intérêt    qu'il 
n  y  a.taucune  relation  autre./,  /,  ,n, ,.;  en  fait,  pour  la  ,p,estion  posée 
certaines  relations  existent  (2.3).  ' 

Soit 

y-       m'  j^n-  ^    ' 

pf)sons 
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nous  aurons 

\         ./'  "  m-      / 

posons  en  outre  (24) 

r-  m- ., 

/■n'  ~   ' 

il  viendra 

\  i^ywi  dii  II  in  II  ; 

d'où  (21) 

\/±  fl(i  H-  [3-)U  :=  /mci\  Il  du  M, 

,    „ ,                                              -,          //?i         en  w  dn  11 
(25)  U  = -^4^= ; 

V  —  "    1  H in-  Il 

li- 
en outre  (16) 


sincp  : 


Les  formules  (12  )  donnent  alors 

,  i--T\Jir-\-(fsnii 

1  a?  _    I        jm  en  (<  an  «  y / 

1  :  ~ /'"      ~    .,  'm—/        »î^     ,    \  '  -  ^     /        '"'     ■>    \' 

I             '^               /.,-y±rt(  H__sn-«j  yWn__sn-(/j 

p-\  I  H rSn-«  ) 


(26) 


on  aura  des  résultais  tout  à  fait  analogues  en  partant  des  formules  (i3). 
Les  formules  (  i4)  donnent  ensuite 

U        Jin  cil  II 

p''  si  no  ,    ,- /  m' 

p-  \'  z!Z  a  [  i sn-  Il 


y  ._  \/i>''-^<ï'  ^ 


(27)  '    z  p  m\ 


s/p'  -+-  '/'  (  I  +  — 7  sn"  u  )  —  7'M  1  — •  — j-  sn-  « 


suit    LES    QUARTIQUES    GAUCHES     DE     PREMIERE    ESPECE.  9,5 

-)  ^.  -  sont  donc  de  la  forme 

n  .r  },  cn«dn«  y  p.  sn  «  t         vsn-H  +  p 

z         w  sn-  (<  +  0-  ;         (,)  sn^  «  +  t  ■;        &j  sn-  «  +  u 

2°  La  transformation  qu'on  vient  de  faire  est  une  conséquence  des 
formules 

en- Il  ^  i  —  sn-  II,  dn-'«  =  I  —  /,'  >n- 11. 

Exprimons  sn'- 1/,  àn'-u,  sn-;/dn- w  en  fonction  de  cn-«  : 

in'  u  =  I  —  cn^(^, 
dn'-tt  =  Â'-  +  A-  en- II, 

sn- 1/  dn-  Il  ^  Tt;  ('  —  en-  ii)(  i  -]-  -^-^en'^'ii] . 


Cette  formule  va  convenir  à  \:j.  En  effet  (20), 

posons 

-a  =  en  1/ 
.1 

et  déterminons  A-  par  la  condition 
d'où 

II- j-  -<r  ni- 1- 

Vj  pourra  être  écrit 

\  '^  zrr  /'-  m-  (1  —  /,-  )  sn  -  //  il  n  -  // , 

d'où 

(  ag)  \  .  -  jiiiL'  su  //  An  n  ; 

on  pourra  donc,  dans  le  cas  actuel,  représenter  -.  — ,  -  par  les  fonc- 
tions en  II  et  sru/diw/. 

Il  est  bien  évident  que  les  formules  linalcs  «ont  les  formules  (28) 
où  l'on  cliange  sn«  en  cnit  et  cnaànii.  en  sn^/dii//;  donc,  ici. 

X XsnwdnM  Y  jui  cii  «  /         vcn-M4-p 


(3o) 


;         '1)  en' u -\- a  z        (i>  en- Il -\~  7  z        «cn-^H-o- 

Joitrn.  (le  Afath.  (-•si-no),  loiiie   III.  —    hase.  M,   11117.  I' 


<'  ; 
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3"  Exprimons   iiiaintenanl   sn'u,   en' ii  et  sn'-ucn-u  en   fonclion 

de  dn-  u.  On  a 

I  —  dii-(/                 .           — /.'-+clii-(/ 
sn-  u  ~-  T^— —  ,  cil-  u  :^ j-i 1 

(i— cln-(/)( — /.'--h  dn- II) 
su-//  en- u  = 7;^ 

V;;  peut,  à  son  tour,  être  écrit 

°         II-    \         m"    /\       l'm-        m-'    J 
soif 

l-  m 
nous  pouvons  poser 

—  &=-dn  II.  i- — -^k'K 

m  l- ni- 

et  nous  aurons 

V  s  =:  A  sn  «  cil  «/, 

n 

ce  qui  réalisera  la  transformation. 

Si 

/  -  //  - 

l-  m- 

nous  écrirons 

-a  z^  an  II.  — -—=/,-'-, 

./  "-.r 

d'où 

\  '^^=  ^—j—  h  su  (/  en  u. 

Ici,  les  formules  finales  seront  les  formules  (28  )  où  Ion  changera  snM 
cndnw  et  cn//dn;/  en  sn/zcn;/;  donc 

.t         ^  sn  M  en  (^  y  \j.  dn  «  /  v  dn-  «  +  p 

z         (i)dn-«  +  ff  ;         f.)dn-«  +  (T  ;        codn'-«  +  a 

4°  Pour  V:[,  nous  avons 


'■"•?•(- 0')(-p> 


?=       7VP' 
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n-j-  I  —  /.- 


/«-  /- 


ni"- 1-  H-  /(-/'- 


il  Vient 


d'où 


±«(i  +  û-)-U^=  -^^^ ^{i  — cn-«)(  1  +   ,'^cn-(/ ), 

■^  -  l-     en'  Il  \  /,  •^  / 


nj-  sn  «  dn  // 


sn  »  (lu  u 


\  ±  a  en-  Il  I  I 


,/" 


u  = 


sn  /<  du  // 


V'±:  rtl  4r  +  cn-« 


Nous  avons  ensuite 


,  -  p-^ 

—  77  -^  en-  « 

.  +  p^  - 

^  +  en-// 

3  j  en  » 

77  -1-  en- Il 

si  nous  substituons  dans  les  formules  (  12)  à  (i")),  nous  retrouverons 

I  •  ■>    >   1    •'•     '■    ' 

les  expressions  (  )i>  )  de  —  >  ^  >  -  • 

5"   Éludions  enfin  V, .  —  Nous  avons  identiquement 

soil,  pour  fixer  les  idées, 

/-        li- 

j-       '"'' 


écrivons 


et  posons 


v-./.„.|,-(;,3y|[,-^£(ivV 


l    .,  Slll//.    /,'j 


«■/- 


j    ^       cn(//,  A')  ///- 1- 


-  /,  -  ; 
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on  sait  que 

.sn{«,  A')  ,     ■    ,  . 

i  ■ z— —  =  sn(  m,  I:  ); 

cn((/,7,')  V      >      /. 


'.S=— sii(///,  /.) 


et 


\'\:^  J-m-[\  —  sn-(//;',  A)][i  —  A-^sn-(iii,  /,)]  =  /-/»- cii-(«/,  /.)dn''{tii,  /:). 
V,  r=  Jm  en  (  ui,  />  )  dn  (  ;//.  /,  ). 

Reportons-nous  à  V,,.  Les  résultats  sont  identiques,  sauf  que  //  est 
remplacé  par  ui\  on  obtiendra  donc  ici  des  formules  du  genre  (28) 
avec  ai  au  lieu  de  u,  soit,  en  mettant  k  en  évidence, 

a: }.cn{ui,  /c)àn{ul,  /.)  y f;Lsn((//,  /,  )  l  vsn'(«/,  /.■)-4-p  . 

;  o)sn-((/(,  k)  -{-a  s        wsn-{»/,  /.  )  +  a-         ^        (,jsn-(«/,  /;) -\- a' 

or, 

,     .    ,  ^         .  sn((/.  /,')  /     ■    ,  I  ,         ■    ,  ^        dn{ii,  /{') 

sn  («?./,)  z=  (  --f,         cn{///,  /.)  =  T-— ,         du  (  (/;,  /,  )  ^  • — nr! 

cn(//,  /.')  cn((/,/,)  ■  cn(«,  /.') 

substituons  dans  les  expressions  qu'on  vient  d'écrire  pour  —,  ^,  -; 

ces  rapport  prendront  la  forme  (3i  ),  /nais  on  cIckto  supposer  \j.  iiiia- 
giiiaive  :  cela  n'a  aucune  importance ,  car  nous  verrons  (oui  à  l^ heure 
que  les  systèmes  tels  que  (3  \)sont  impropres  à  représenter  les  quar- 
liques  o\. 

En  résumé,  les  quarti([ues  o']  peuvent  être  représentées  par  l'un 
des  systèmes  (  28,  3o,  3i)  que  nous  écrivons  à  nouveau,  pour  en  faire 
une  élude  complète, 


(35 


}.  en  1/ (liMi  y  ij.inii                  l  v  ^n^  11 -h  p 

Ci)sn^«  +  (T  :  fji  sn-<< -(- o'  •      ;;        Gisn-^-t-T 

Âsn«cn(/  r  fjdnu  t         vdn-M-t-p 

'ji  i\n- Il  -h  ij  z  '.I  dn- u -\- tj  z        (in\n- ii -\- a 

'/.fnudun  y  ixcnii  I         v  on- (/ +  p 
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Etude  des  systèmes  (32). 

8.  Systènie  ('in'  ).   —  Portons  les  valeurs  (32')  de  ^,  ^,  -_  dans 
les  équations  (i). 

11  vient  successivement 


p.-  su-  Il 


|_  ((osn-« -I- ct)-J  cosii-;/H-(7 


(o)  sn-«  +  (7) 
h  B'     I  --  - 


/  ;j.-sn2//  +  B  [(o)  sn-(/ +  (7)-— (vsn-M -h  p)- I 

'  +  2D  (v  sn-«  +  p)  {r,i  sn'-«  +  (7)  z=  o, 

i  /.-  cn-«  (in- M  +•  B'[((,Jsn-«  +  c)^—  (v  sn-M  +  p)-] 

+  2D'(v  sn-«  +  p  )(o)  su-//  H-  0-)  =  o. 

Exprimons  que  ces  deu\  équations  sont  identiquement  vérifiées,  c'est- 
à-dire  que  les  coefficients  du  terme  indépendant  de  snu  et  ceux  des 
termes  en  snV/,  sn-//  sont  nuls;  nous  obtenons  les  systèmes  d'équa- 
tions 

I  B(  0--—  p-)  -H  2DplT=  o, 

(  33  )  ■,   /j.-  +  2  B  (  croi  —  vp  )  -I-  2  D  (  VT  +  p',>  )  =  o, 

/  B(co2  —  V^)  +  2])VM  =0; 

l  X'H-  B'(î7"  —  p-)  -H  2D'p<7  —  o, 

(3'|)  I   —  >'(l  +  /•-)+  2B'|>r„  — vp)  -^2D'(vc^-4-po.)  =  o, 

f  /.^  /.  -  -H   r.  '  (  r,,-^  _  v^  )  +  ■>.  D'  V<„  =  o, 

où  les  inconnues  sont  À,  \j.,  v,  p,  cr,  to,  ou  plutôt  les  i-apports  de  cin(|  de 
ces  quantités  à  la  sixième,  et  le  module  A'-  de  sn//,  en;/,  du//. 
F. es  équations  ('13',  ■i3^  )  donnent 

CT-  —  p^    pCT 

fil'-' V-  VW 

OU 

(  (7'ii  H-  Vp  )  (  V(7  —  çfi)  )  =:  O. 

(  )n  ne  peut  sujiposer 

Vff  —  pO)  -—  o  ou  -  =r  —  ::i;  0  , 
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car  cela  conduirait  à  écrire  l'équation  (33^) 

p.^  -t-  2  B  (  0-2  —  p2  )  5'  -f-  2  D  pa9'  =  o, 
équation  incompatible  avec  (  33'  ).  Soit  donc 

£701  +  Vp  =  O 
OU 

-  ^- — ^  =  O,  !T=v5,  p  =:  —  fi)5: 

substituons  dans  (34'  ) 

A-  +  R'  (  v'  —  o-  )  52  —  2  IJ'  VCJÔ^  =  o, 

d'où  (3V') 


il  résulte  de  ceci  que  V emploi  du  syslènif  (  02')  introduit  des  i ma  1^1- 
naires  dans  la  représentation  paramétrique  des  quarliques  Zf\. 
En  effet,  si  k  est  réel,  0  est  imaginaire,  et  réciproquement. 

Système  (32-  ).  —  Portons  maintenant  les  expressions  (  32-  )  de  -. 
~j  -  dans  les  équations  (  1  ).  H  vient 

a-Jn'-M  ,-,   1  (  V  dn'-«  -t-  &)■- 1  ^^    vdn-«H-p 

\  ; — T-^. T^  -f  B      1  —  ; — ,— ; '—,     +  a  D  —-^^, -^  —  o, 

)  ('.)  (in-» -+- a)-  1  ('jj  (ln-«  +  7)- J  oidn-w  +  a 

]     /,- sn-(/ cii-(/  ,.,  I  (vdii- « -I- 0  )'- 1  ^,  vdii=//H-û 

r   : 1-  B      I : '■ H  T  n   — ; •-  ■=  o  ; 

\    (r,)  drr-«  -4-  t)-  ]  { '■)  dii- (/  4-  a  )■' J  ',\  Aw'- tt  +  'j 

ce  système  pourra  être  écrit,  en  vertu  des  relations 

I  —  dii-(/                     ,             —  /,'-+dn-(/ 
sn-«--=  p :  cn-//=  -r:^ > 

(jl'  du-  H 
I       H-  B  f  (oj  dn-«  +  5-)' —  (v  du-//  +  p)-]  -1-  aD  (vdii-«  -f-  p)  (w  dn-(/  +  a^l  =  o, 

—  (I  —  dii-'O  (— /•''  Hdii-«) 

^  B'I  ('.1  du'-'»  4-  !t)-—  (vdn'^«  +  p)"]  +  2  I  )' (  v  dii^ //  H-  p)  ((.)  dn- (/  +  c)  ^  o; 

d'où,  comme  précédemment, 

1  B(7-— p-) -4- aDptr  —  o, 

'.    IX'-  -V-   2  B  (  (3',-i  —  Vp  )  +  2  D  (  VCT  -t-  pW  )  1=  O, 

(  B(f.)2  — '/)  H-2nv  =  o, 


SI  li    LES    QUARTIQrES    GAUCHES    DE    PREMIERE     ESPECE.  99 

et  cela  suppose,  comme  on  Ta  vu  à  propos  du  système  (32'), 
(35)  ff  =  '-i9,         p=:— wS, 


puis 


'lM^"■ 


(  36  )  /  ~  (  i-t-  A-'-  )  +  3  B'  (  croj  —  vp  )  +  2  D'  (  v!7  -h  poj  )  -:=  o, 

—    -p;   +   B'  (  '.)■  —  V^  )  H-  3  D'  vr,)  =  O. 

Remplaçons,  dans  (3G'  ),  t  et  p  par  leurs  valeurs  (3  0-  H  vient 

-  '-^  -+-  B'  (•/ -  01^ )  ô'-  —  •'.  b'vo)  0  =  0; 

la  comparaison  avec  (36''  )  donne 

/,"  =  — 9-, 

et  remploi  du  système  (  32"  )  inli-oduil  encore  des  imagi mures. 

Nous  allons  voir  que  le  système  (^yi^)  n  introduit  pas  d' imaginaires. 
On  peut  donc  dire,  dans  un  certain  sens,  que  les  systèmes  (32',  32^) 
sont  impropres  à  la  représentation  des  quartiques  o'^. 

h'ii/'te  spécidte  du  système  (32^). 

9.  .Nous  avons  ici,  en  portant  les  valeurs  (32^)  de  — >  ->  -  dans  les 
équations  (i)  : 

iîx'cW-ii  ,,  f  (vcn-M  +  p)-1  ^    vcn-M  +  p 

; — s ^  -t-  '^     '  —  7 -T'  +2D ^  =0, 
{',\  en' Il ->r 'j)-             L         (w  en- (/ +  a  )- J                «cn^M-hu 
(ojcn-(/  -f-  (j)"- 
les  relations 


).,[,        (vcn-</  +  p)-1     ^    „p,  vcn^«- 
L  (o)  cn'«  +  cr)- J         "       rjicn'f/ 


sii-H  —  I — cii^//,  dn-H  r= /i'--<- /'en- «  ' 

permettent  d'écrire  le  système  précédent 

i  IX- en-  Il  +  B  |('i)Cii-M  4- a)- —  (vcn-(/  +  p)-]  4-  2  D(vcn^(/  +  p)  ((ocn-  (/  +  a)  n=  o, 

1  /.-(i  —  cn^«)  (/i'''+  /i-cn-H  ) 

(       +  '^'[('■j'  cn*M  -t-  0-)' —  (vcn-«  -I-  p)-J  H-  3l3'(vcn-«  +  p)  (o)cn*H  -1-  7)      =  o; 
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d'où  les  deux  systèmes  d'équations 

.  B(C7'^—  p-)  +  2D  p(T  =  O, 

(87)  /J.-+  2B(!70J  —  Vp)  +  2D(V0-  -H  pûj)=0, 

f  B((,j-^  — v^)  +  2Dv(„  =  o; 

;  >'.-A-'-+ B'((T-— p-)-t-  2D'p(7  =  o, 

(38)  ]  >.-(/.--— A-'-)  +  2B'(o-oj  —  vp)  +  2D' (va  +  pw)  =  o, 

'  — A- A--|~  B'(&j-— v^)  ■+- 2D'voj  =-.  o. 

Pour  les  mêmes  raisons  que  tout   à   l'heure,   nous  serons  encore 
conduits  à  poser 

(3g)  ly  —  ^jB,         p= — i.iB; 

(37',  37'')  deviendront  identiques,  (38')  deviendra 

'!lKL  4. .,  B'  (  V^  -  0.^  )  -  2  D'  V.)  =  o, 
d'où(38M 

c'est-à-dire 

nous  allons  trouver  une  valeur  réelle  pour  0   :   h  systènif  (  ?>i^)  con- 
viendra à  La  rrpi-ésenlalion  des  quavliques  o':. 
Ici, 

2  j  —  e^ 

(4o^)  '^^-/'-'^-^^■^-'  =  7TF-'  =  TTy^' 

les  systèmes  (37,  38)  [où  (37' ,  37')  sont  devenues  identiques,  ainsi 
que  (38',  38')  quand  on  a  écrit  les  relations  (39,  4»)1  se  réduisent 
au  système  suivant,  formé  de  (37%  37',   38%  38-'), 

p.-  +  2  B ( ao)  —  vp )  -f-  2  D(vu  -h  fjfji )  =  0, 
B  (  or  —  V-  )  4-  2  D  v(o  1=  o, 
^'''^  ^        ).2(/,---/>-'^)-+-2B'(!TW  — vp)-+-2D'(v(7-+-pw)=:o, 

—  1-  /<■  4-  B'  (  oj-  —  v=  )  -H  2  D'vû)  =  o  ; 

remplaçons /r-,  k'-  par  leurs  valeurs  (4o)  et  rrelp  par  leurs  valeurs  (3()); 
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cela  donne 

CTW vp    =  VÔfi)  +  Vw5  r=  2  'J'.J)^ 

'Jl    -i-  pu  =z  y-  9    —  CJ-  $  1=  (  V-  —  OJ-  )  0, 


pui 


fJ.-^  +  ',  U  V0)6l  -t-  2  D  (v'  —  r,,-2  )  9  =  O, 
B  (  ',)=  —  V^  )  -t-  2  D  VO)  =:  O, 


11+9-  ' 

[      -  "A-  -J— ^  +  IV  (  r„2  -  v^  )  +  2  D'  VtO  =  o. 

Eliminons  A  entre  les  deux  dernières  équations.  Nous  aurons 

[ 2 IV  9  +  B'(  I  —  9^  )]  (v^  -  0,^ )  +  2  [2  B  9  +  D'(i  —  9^ ) ]voj  =  o. 
La  comparaison  avec  (42"  j  donne 

2D'9  +  B'(i-9-^)  _  2B'9  +  D'(i-9-^) 
—  B  ~'  D 

ou  bien 

(B'D  +  BD')(9^— i)  — 2(DD'+BB')9=:o 

ou  encore 

(BD'-h  B'D)9=-2(BB'+  DD')9-(BD'+  B'D)=ro. 

On  en  déduit 


,  ,,,                     r,__  BB'H-  DD'±v/(Rl^'+I^'^')'-^(BD'+B'D)^ 
^'■^^  ^- BD'+ii'D ' 

les  deux  valeurs  0,,  0,  île  0  sont  réelles  :  l'une  est  positive,  l'autre  est 
négative. 

L'une  (pK^lconque  de  ces  valeurs  rend  identiques  les  é(pui- 
tions  (/i2%  /|2*)  et  le  système  f/p)  se  réduit  au  suivant,  formé  |iar 
les  équations  (/|2',  ^-2'-,  /|2'  )  : 


(^4) 


IJ.-  -+-  4  B vf,)9  —  2  D  ( 0)2  —  v2 )  9  —  o, 
B  (  ',)■  —  V-  )  +  2  Dvw  =r  o, 

4-  B'(o.^— v')-i-2n'vf,)  =  o; 


\  1  +  9- 


on  écrira  ces  équations,  en  éliminant  or  —  v-  entre  la  première  et  la 
deuxième,    puis  entre  la  deuxième  et  la  troisième,  et  en  écrivant 
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d'abord,  à  nouveau  réquation  (44") 
'.1-  D  oj 


1  =:  o  , 


7.^  B  r„ 

— j-  +  2(BD'  — B'D)-  =  o. 


On  lire  de  ces  équations 


w\  D  /  D-^  ('s^\  I.)  /' 


ïï^' 


|;i)'_B'D 


,,      ,               •     1      •           1     Bl>'— B'I»    ,,  ,        ,  ,  ,    >. 

i^)uel  que  soit  le  signe  de n >  1  une  des  deux  valeurs  de  -  est 

réelle  puisque  (  M  '(-7)    sont  de  signes  contraires;   le  choix  à  fa 

entre  (  -  j  t^l  (  r  )  P'éciFcra  la  valeur  de  ^  qu'il  faut  prendre;  on  cl 

sira  ensuite  pour  ô  Tune  des  deux  \aleurs  (.'|3),   0,   ou  0^,    de 

manière  que  7  .  donne  par  l'une  des  équations  (4/  )>  soit  réel  ;  0  ( 

déterminé,  Ir  le  sera,   indépendamment  d'ailleurs  de  la  valeur 
choisie. 

On  remarquera  que  cluiriute  des  iiiroiiimes  it'cst  susceptible  que 
(Vaiie  seule  délei tninatioii,  quand  on  ëvile  les  imai;i/iaires,  et  que 
cette  détermina liou  est  toujours  possible. 

Les  équations  ('^())  donnent  ensuite  ^  et  -  ^  -  =  —  -^'  0  ). 

h'//  érlia/i^canl,  .s'il  )•  a  lieu,  ./•  et  >',  toutes  les  quartiqi/es  o] 
rep/'/'-se/itées  par  les  djuations  (  i  )  peuvent  donc  être  reprcse/itces 
par  un  système  de  la  foruie 

a;  __   X  SI)  (/ dn  H  y  fjt.  en  «  t  vcn*«-Hp  ., 1 

s        cocn^«4-<7  3         o)cn^«  +  (T         z        <>)  eu- it -\- a  1 -(- ô- 
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où^i,-^  '-,  '-,   -,  -  .sont  rrrls  ri  çcdcidahles  en  fond  ion  de  B,   D, 

B',   D'.    Si    l'on   exclut    les    éléments    imaginaires,   la    représen- 
tation (4^)  est  unique  de  son  espèce. 

10.  'riiKOKiJii:.  —  Tout  système  de  la  forme  (/|8)  r<'préscnte  une 
quarlique  9^,  pourvu  qu'il  existe  entre  v,  p,  7,  w  la  relation 

(49)  V0+'70j=O. 

Revenons  aux  équations  de  condition  (37,  38)  et  regardons  B,  D, 
B',  D'  comme  les  inconnues.  Les  conditions  de  compatibilité  sont 
remplies  si  la  relation  (49)  est  vérifiée,  ou  bien  si  Hç))  cr  et  p  sont  res- 
pectivement de  la  forme 

(7  =  VÔ,  p  =  —  rjj, 

puisque  ces  six  équations  se  réduisent  alors  à  quatre  équations,  qui 
sont  celles  constituant  le  système  (  4  1  ). 

Les  équations  (  '|8)  peuvent  ainsi  èlre  écrites 


y 


ou  bien 


/.  sn«dnM        [j-cnu        'ù  en- u -\- '/j 


OU  encore,  en  écrivant  A,  a,  m  pour  -,  -,  -, 

'  '  V         V         V 

(5o)     ■      "  ,       -_-.  -J--  =.  i =  i (1.--^^ 

I.  in  II  An  u        [J.  en  II        m  en- il -^  0        cn'-((  —  r,/j  \  i  + 

li-s  ('qualions  (')O)  repré-sentenl  donc  hs  qiiarliqui-s  9^  et  repré- 
sentent toutes  les  quartiques  ç;  ;  les  éléments  X,  y.,  co,  G  sont  réels 
et  quelconques.  On  obtient  deux  autres  représentations  en  échan- 
geant cnu  ai-ee  snu  et  sn//dn;/  avec  cnudnu,  puis,  toujours  dans 
les  formules  (5o),  cnu  avec  dn//  et  snMdnw  avec  su// en//,  mais  ces 
deux  représentations  introduisent  des  imaginaires. 

H  II  existe  pas  d'autres  représenlalious  des  quarliqiii-s  0'  par  les 
fonctions  snu,  cnu,  dn//. 
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II.  La  caractéristique  des  quartiques  o' est  que  les  quatre  cônes 
sont  imaj^inaires.  Leurs  sommets  le  sont  aussi.  Les  équations  de  ces 
courbes  peuvent  être  ramenées  à  la  forme  ('  ) 

\  a,(x'-—  )•-)  -Jr  Ci{:-'-  —  1-)  -h  ib^jy  -\-  ^d,  :■/  =zo. 
i   a.,(.v'-—  V-)  +  c,(z-—  C-)  -h  ■>.(>.,.-vy  -h  2diZt  =:  o. 

Nous  pouvons  résoudre  ce  système  par  rapport  à  ./•-  —  y-,  ^J^'y  et 
le  remplacer  par  celui-ci  : 

i   a;'  —  y-  =;  Z) (  ;-  —  i-  }  -h  id  zt, 
(2)  )  -^  ^ 

/   ixy       =e{z--—r-)  +  'î/izt. 

Posons 
(S)  t=^c.z         ou  -  =z  c.; 

les  cfjualions  (2)  deviennent 

(  X-'  —  y'=[(>{,  ~  c-)  +  2dx]z-—  Az\ 
I   2j.-r       —  [e(i  —  0C-)  +  2 /(«]=-=  B:;-, 
d'où 


(  5  )  .;•-  -4-  j^  =  V  (  ■'■'  — .'■'  ) -  +  4  .<■-  ,r-  —  \/\--i-  H-  z-  ; 

./;■  et   Y'  sont   ainsi  déterminés  par  les  deux   écjuations  (/|',  3)  qui 
donnent 


s/-?.  4'  ^  s  A  +-  ^'A-^  +  IV- ,  V' 2  4^  r^  V-  A  +  v'A''  H-  R- . 

lîciiipiiiroiis  A,  B  pur  leurs  valeurs  (4);  il  vient,  en  écrivant  à  nou- 
veau la  relation  (3), 

1^/3-=  v/'(>  —  a')  +  3f/5f  +  \^U'{i  —  s(^)  +  r>f/a]"-+  [e(i  —  a'-)  +  2/15?]*, 

(G)    '  v^4-  =  V— [6(1  — ^')  +  2(/a]  +  v''[*('  -«^)+2rf«]'+[e(i— a*)+2Aa]\ 


(  '  )  I'ainvin.  /or.  C77. 
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relations  qui  réalisent  une  représentation  paramétrique  de  a-,  y,  z,  I. 
Il  n'y  figure  pas  d'imaginaires. 

12.   Nous  avons  aussi  (4%  5) 


—  «A 


£  +  i   _-,vBT7PTTP  =  \,/!iiii+y/'^î 


ou,  en  remplaçant  A  et  B  par  leurs  valeurs  (4), 


X  V 


V'a  (  -  +  ^  )  =      \l[e{\  --  «■-)  4-  2/(a(]  +  i[l>{\  —  a.-)  +  îc/a] 


+  V'|t'(i  —  a-)  4-  aAa]  —  ;'  [/'(r  —  a'-)  +  af^ot], 
'\^[-Z—'-z)—      v/[e(i  —  a'M  +  2/(3!]  +  '■[/'(!  —  ^')  +  ''f'a] 


I  —  v'[e (  I  —  a-  )  +  ilix]  —  «'[/*(  i  —  a-  )  +  a rf  a]  : 

efiectuant  les  réductions,  il  vient 

y/a  (  ^  -t-  --^  )  =      V''—  (''  +  ib)a-+  ■}.{li  -h  «V/)^  -^  e  ^  ib 


-+-  \/(—  t'  H-  ib  )  a-  +  2  ( /;  —  <V/)  5!  +  e  —  /6 , 

(7) 


■  V  2     -  —  4  )  =       \/  -  {e  -\-  ib)o:-+  ■?.  ( /(  +  id )y.  +  a  +  ib 


\  —  \\ —  e  +  ib  )  z-  +  2  (  /(  —  i'l)y.  +  c  —  ib . 

Soit  a„  une  racine  de  l'équation 

—  {e->rib)a-+-i(li~iri(l)c.-^c-\-ibz^o\ 
posons 

(8)  p.p  — p!=:_(eH_,-|!;)ae+  2(/>-t-(V/)a-t-e-!-/A; 
nous  avons,  d'après  la  délinition  de  7.„, 

(9)  o  =:; —  {e  -i-  ib)y.l'<r  2{li  -\-  id)c.a+  ('  -\-  ib, 

et  (8,9) 

(10)  j5.j3=_(e  +  ,y,)(a2_a(»)  +  2(/, +  ,V/)(a_«„); 


(12) 
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posons  encore 

(3  =  p  (  a  —  S!»  )  ; 
l'équation  (lo)  devient 

;3p  =  -  {e  +  ib)  (c/.  +  ai.„)  -\-  i{li  -\-  id). 

Les  quantités  x,  ,3  sont  ainsi  déterminées  en  fonction  de  f  par  les 
équations 

\  (e  -i-  ib)a  -i-  p^  = —  (e  +  /i)^o+  2(/t  +  /(/) 


et  sont  de  la  forme 

p' 

de  telle  sorte  que  (7,  8  ) 


(■')  «  =  -tir'       P-p-^+i.:' 


y/2(-  +  —  )r=(3-1-  \/(—  e  M-  ib  )  a'  4-  3  (  h  ■+-  j'fl'  )  a  -t-  f  —  ib 


Fp-^-v'(— e+f6)(Cp^+D)^+2(/t+/V/)(Gp^-l-D)(p-  +  E)H-(e-tZ/)(p-+Ë)^ 
p2-(-E 


-  f-^'       ">' \  __  l'p  — V^(— g+<fc)(Cp''+D)'+3(/i+trf)(Cp'+D)(p^+li:)  +  (e— /^)(p-'+E)- 


(1)         wp=sn« 


15.  Kn  prenant  pour  co  un  facteur  de  proportionnalité  convenable, 
nous  pourrons  écrire,  comme  pour  les  quartiques  a>(,  l'un  des  trois 
systèmes 

.r        y        2  p  init -h  2  q  eu  II  dnil  .  /.c        y\  ■ip  inii  —  ■>(/  en  ii  dn  ii 


r  su'  Il  -\-  .V 


.r        V        2  1}  CM  II  -h  21/  in  II  d  u  u  .'  /'.c        y\        2  />  en  11  —  2  //  sa  ii  d  u  ii 

(11)  r.,p  =  CUII,  -^L-^_J. U_ ,  , -]^- ^ ' 


/•  SI)-  Il 


.r        Y       2IJ  dnil  +  2(1  iua  en  II  .  f  x        r\        2i>Anii  —  2(/snHcii« 

(III)      .,jp=cln«,  -H-Z.z=_^ -— -L^ ,  -' ■^\--L L 

'         '  ;        ;  r  du'  Il  -\-  s 

sous  condilioti,  en  raison    de   la  présence   d'iinat!:inaires,  de  jnslillor 
(I  f)os/r/i(j/-i  calie  inlroduclion  des  fonctions  sn,  en,  dn. 
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Etude  (ta   système  (I). 
I  ^i.    Le  système  (  I)  donne 

par  conséf|uenl, 


•i  ip  in  u  +  -2  iq  en  ii  il  n  ii 
/■  sn-(/  -+■  s  ' 


(>3'.^) 


li 


l>(\  —  /  )  s  11  w  -h  «7  (  I  +  /  )  c  I)  ;/  il  n  // 

/•  in-  Il  ^-  s 
p  I  I  -H  (')  su  «-)-(/(  I  —  /)  i"n  //  il  II  II 

r  sn-  Il  -h  s  ' 


de  plus,  (3,  I  1  '  I,  -  est  lui-même  de  la  forme 
,  „,  t       m  511-  Il  -+-  Il 

(  I  O^  )  -  =   z 

;;  r  sn-  Il  -h  s 

Portons  ces  valeurs  de  ->  ^j  -dans  les  équations  C-i).  Il  vient  suc- 
cessivenienl 

.'■-        y- /./•        y\  f-f        ]\  ^  .{p  sn  II  -{-q  en  II  ânii)  (p  sn  II  —  i/cn  ii  i\n  ii) 

z  '  (r  sn-  Il  -\-  s)- 

\  il/-  en'  Il  lin-  Il 


Ml  +  q{[  +  i)  en  II  An  ii'Wpi^i  +  i  )sn  il  +  q  (i  —  i)cn  il  du  ii] 

(/■  sn-  Il  -+-  sy- 
'tq-cn-  Il  dn-  ;/ 


(  /■  su-  Il  -I--  s}- 


et 


—  L\ip^  sn-u  -h  !\iq-  en'  ii  dn-  ii 


~=/,\  , 


{m  i 


-+-2d 


m  sn-  Il  -+-  n 
r  sn'' Il  H-  ,v 

/n  511 -w  -I-  « 
/■  sn-  Il  -i-  s  ' 


Il  sn'w  -+-  /)  )"1 
(/•  sii'm  +  i-)-  "I'         {r  sn'-u -h  s)'-  j 

/i/9-sn^u -I- /'l7'-'cn'/(  dn-;/  T         («i  sn'^  « -f-  //)-1 

( /■  ^n-// +  .v)-  [_  (/-sii^ï/ +  .ç)'  J 

d  'oi'i,  en  réduisant, 

I         '(  i/r  sn'u  -I-    'i  /(/■-  (  1  —  sn^ « )  ( i  —  /,-  sn- « ) 

I       —  /y  |('/-sn-«  +  .v)-  -  (//isii-// -l-/;)-|  —  •>c/(/;(sii-(/ ^- /()(/'sir-(/   i-.v)— o. 
('-1)     -^ 

'l//sn'-«  -f-  'i'/'(i  —  sn-'«(i  —  /.-sn-(/l 

—  ('  |(;-sn=«  +  .v)-  —  (//(  sn-«  -f-/()-|~-  >./i{iii  sn- ii -h  n)(rsn' ii   •  ,v)  —  o. 
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Exprimons  que  ces  équations  sont  des  identités.  Il  vient 

I  4  "/"  —  '^  (  ■''"  —  ""  )  —  2  dus  =  o. 

(  I  5 )    '  —  4  il^"'  —  4  ''/' ( '  +  1'"')—  2  /* ( /w  --  OT/i  )  —  id{ ms  +  /(/•)  =  o, 

'  4'V"  '''  —  b{r-  —  ni-)  —  2  dm/-  =^  o; 

/  4  '/■  —  ^  (  ■'•'  —  "  '  )  —  2  /(  «j>  ^  o. 

(16)  4/-''  —  4'/'(  '  +  />')  —  '?.c{rs  —  mn)  —  2  /;  {ms  +  «/■)  =  o, 

'  4  ^"/i"  —  s ('■'  —  '"^)  —  2  A  /«/•  =:  o, 

équations  qui  vont  déterminer  //>,  //,  p,  q,  /•,  s  et  A". 

Éliminons  y-  entre  (i5',  i5^),  puis  entre  (16',  iG'');  il  vient 

/>[(.«-—  />-)/{-—  (r- —  ni'-)]  -\-  '2d(ns  A-  —  rtîr)  ^  o, 
e  [{s'^  —  «■-)/,-  —  (  /•-  —  m-)]  -+-  2/i(/is  A-  —  nir)  =  o, 

équations  qui  nécessitent 

ns  A- — mr:=zo.         (.s- — n-)/,- — (/■'- — /?(.-)^=o; 
la  première  équation  donne 

puis,  en  portant  cette  valeur  de  A-  dans  la  seconde, 

(.s-  —  /i-  ) (  r- —  m-)  =z  o, 

us 

ou  bien 

(/Ils:  —  /;/■)  (in/i  -+  rs)  :=  o. 

1"    Soit 

iiis  —  iir  z=  o, 
ce  qu'on  écrira 

(iS)  /;  =^  iii(j\         s  —  rV \ 

ces   valeurs,    attribuées    à    //,   .y.    rendent    identiques    les    équations 

(i5',  i.r'j  et  (i(V,  i(J');  de  plus  (17,  iS),  . 

')  -' 
les  systèmes  (  i  j,  ifi  )  se  réduisent  dès  lors  à  celui-ci  : 

4  /'/■•  /.  '  —  /'  (  '■'  —  '"  ■  )  —  !  '/  m  r  z^  o, 
\   ■-  ]'/'"'       \i'/'(i  +  /■-)  —  ■■'■/'{'■-—  iii-)j—  \(hiiij  —  ù, 
^"■^  ■  4  y'-A- --(?(/•'—«(-)  —  2/' /"'-  —  o, 

4/;-— 472(1  +  A--)  — ar'(r-    '//')^.  —  .'\/iinrj  =.  0. 
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Les  équations  (iç)',  ny  )  donnent,  en  retranchant  de  la  première  la 
seconde  multipliée  par-. 

4  ir/^  /> -  rrr  k  [—  2  ip-  —  2  i(/'-  (  i  -1-  ^-  )], 
2  q-  A  -1-  /)-+(/-(  I  +  A'2  )  =  o, 

(20)  /)-+ r/-(i  H- />■)-  =  o; 

les  équations  (19%  19^)  donnent  de  même 

4  r/2  /c^  =  [tp^  _  2  g-2  ( ,  +  A-2  )]  /,• 
ou 

— //-+'7-(i  +  /.2)=o, 

relation  incompatible  avec  (20).  Aoiis  /le  /)u!ho/is  donr  pas  faire 
V hypothèse  (iH). 

lo.    2"  Par  conséquent, 

(21)  nin-A-rs^o         ou  m  z:=  r<\,     s^ — /i9. 
Ici,  (17,  ■21) 

(22)  ^^^==-4' 

et  les  systèmes  (i.j,  16)  se  réduisent  encore  aux  étiualions  (l^',  kV, 
i()',  16^);  comme  (21) 

.1- —  «-=  /t-{0- —  I  ),         /(,s- 1=  —  n''6, 
rs  —  mn  =:i  —  2/I/-0,  /lis  -h  iir  z=z —  /(/■(  0-  ~  1  ), 

ces  équations  (  i")',  it-,  i()',  i()-)  s'écrivent 

!i  ''/"  —  />n''{/f-—  \)  +  2d  II-  d  =  o, 
—  -lip- —  2kf-{\  +  I,-)  H-  2/>  nr''j  -^  cl  n'^(0-—  1)  -^  o, 
-1 7-  —  en- {0- —  1  )  +  -i/i  n- 9=0. 
ip-—  «'/-(i  +  /,-)  -j-  2c  /irO  -h  /i  /ir{0'- —  1)  —  o. 

Les  équations  (  2'V,  '>.V )  donnent,  en  éliminaiil  //'-, 

(24)  —  h(ff^—  1)  +  9.de  —  —  ie('J-—  I)  -f-  ■iili'j, 

(25)  {—  h  +  ie)h--\-  'i{d —  ili)fj  +  b  —  ie  =  o, 

é(|uali()ii  (pii  (Irtciiiiine  0  et  prul    rciii|iiac('r  (2.'V).    Dans  les  autres 

équations  (■.>")  ),   nous   reuiiiiaccruMs   (  .' '|  )   0-       i   pai-    >.'y-'^^.- ()   et  il 

'  />  —  le 

Jouin.  de    Mndi.   (7-  série),   li.iiiclll.   —  l-n>c.   H,    1.117.  '  ■'' 


(23) 
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viendra 

11/-  —  en-  j —  0  -h  II  II-  y  —  o, 


b  —  ie 


p-  —  17-  (  1  +  A-  )  H-  e  nr  '1  -\-  h  ar 


ci  —  //( 
b  —  ie 


')  =  o. 


OU,  en  réunissant  les  termes  en  9, 


ed^bli     .,, 


ci  —  ili  ^ 

"  7  =:  o. 


(2b)  2,,-- 


I,  -  ic 


1  ,  d  —  ili  \  , 

pi  -  Cl'-  (  I  +  A-)  -h  nr  [c  +  /(  1^  _  .^_  yj  —  o. 

l'éliminons /)-  entre  (26')  et  (y-G');  nous  aurons 

/'-+  e--H  d-  +  h-  ^ 
'   ^  '  b  —  le 

OU 

/,  -  ^  n  h  —  le 

si  nous  remplaçons  2  '^  par  sa  valeur  tirée  de  (26'  ),  il  vient 

—  (■  (  ed  —  bli){\-\-  A-  )  -H  -  (  />-  4-  e''  -4-  f/-  +/("-)  =  o, 
OU  (22),  en   remplaçant  -  par  ik, 

(  cd  —  bh  )  (  I  +  A-  )  —  A  (  !>'■  4-  e-  4-  ^/-  4-  /*-  )  —  o, 
(2;)  (ed—  b/i)i.--  {b--+-  c'+d'^-v-  ii-)l^-^(ed—bh)  —  0. 

('.Cite  (''(piation,  cpii  détermine  A,  c^ài  fondamentale. 
VA\c  donne  pour  A   une  valeur  rèrllr^  puisqu'on  en  peut  écrire  le 
discriminant 

(  II'  +  e-  4-  d"-  4-  /(■-  )-  -  '1  (  ed  —  bli  )- 

-  (^î4-e2+rf2-4-/,5+  ■2ed  —  2bli)(b--\-  e-  +  rf^4-/<-—  2erf+  'i^A). 

—  |-(,/  +  eY  +  {b-  liy-\  \{d  -  ey--\-  {b  4-  /i)-l  ; 

de  plus,  une  des  deux  valeurs  de  A    est  comprise  entre   —  i   et  4-1, 
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puisque 

f{—i)f(-^-l)  —  [i{ed—bli)  +  /)=+p2-t-f/-^+  /;î]  [i{erl—  0/,) —  (//'+  e-'+  rf2  +  /,2)| 

-  -  !(>/+  e)-^  +  (7/  —  /,  y]  \{(/—ey--+~  (h  +  /i  y'\. 

Lcfi  fonctions  snu,  en//,  dn//  .sr/'o///  //o//r  A/Vv/  ///^///.v  /rs  rnii(liii„iis 
ordijiaircs  (<)<  A"  réel  <  i  ). 

Nous    pouvons    maintenant   calculer    '^- ,   en    éliminant    a-    entre 
(2()',  06»;  : 

2  //-^  -  ///■  I  (  /;  _  i,.)  +  (r/  -  ,h  )  ^^^'    I    5  .-=  O, 

L  w  —  te  \ 


n-  I,  —  i,' 


^;1, 


ou,  en  remplaçant  encore  -  par  iU{-i-i.)^ 
(9.8) 


r£^l  {l>-ieY+{d—il,Y  ^^ 
n-         2  h  —  ie 


on  a  aussi  (2(r) 

(29) 

Enfin (22 ) 

(3o) 

et (21) 

(3i) 

(32) 


V2  _.  }_    ed  —  bh 
n-  ^"  3     h  —  ic 


n         n 


il  est  rappelé  (pie  A,  0  sont  respeclivemcnl  délerniiné.s  parles  équa- 
tions (27,  2.5). 

Les  problèmes  <h-  la  représcnlalioii  (U:s  qu>irl!f/iirs  'f,^  pour  1rs 
fondions  sn  u,  en  //,  du  //  rsl  donc  résolu  par  h's  formules  (  î  3,  p.  1  o-  )  : 

"""■^  vr  vr  v  77'  ;;  •'""'  'i<'s'/uauhiè.s  rompie,cs  (28  à  :î2).  rar 

ronire,  te  moilule  /,  -  ,lr  sn//,  en//,  d\\  n  esl  ro//../)/-is  e/i//e  n  r/  i. 


1(>.    i.N\ M'JAM  nrs  (H  vnnnrr.s  o'\  —  i.c  lapporl 
.^  />^  +  c- -1- //-' +  A- 
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qui  définit  A  (27  ),  joue,  dans  un  certain  sens,  le  rôle  à' invariant  rela- 
tivement aux  quartiques  ;p^. 

I"   Revenons  en  efl'et  aux  équations  (9)  et  formons  les  transformées 
que  voici  : 

a.  Kchangeons  ./•  et  y;  le  système  devient 

x- —  _y-:=—  b{z-—  t'-)  —  idzt,  2.ry  =  eiz^—  t'-)  -\-  i/ist; 

b.  Echangeons  ;  et  /;  il  vient 

,r-—  j2  =  —  b{z'-—  1-)  +  idzt,  nxy  =  —  e{z'' —  /-)  -^-  2/izl: 

c.  Changeons  x  en  —  x\  nous  aurons 

X-  —  >•'  =:  b(z'-  —  t-)  -^  ■idzl.         2 xy  —  —  e {z-  —  /.-)  —  9Jizt ; 

fl.    Changeons  /  en  —  /  : 

^- — y-^=b{z- — /-)  —  •:>.dzl.  ixy:^e{z- — t-)  —  ■;>/(;/,  ...; 

pour  tous  ces  systèmes,  et  pour  tous  ceux  qu'on  peut  déduire  sembla- 

biement  de  (ij,  ±k  est  donné  par  l'équation  (27),  donc  dépend 

j        ,     /'-  -t-  e-  +  d-  -t-  h- 

encore  de  ± ; ti 

cd  —  b/i 

■j.°  Nous  retrouvons  encore    cette  quantité   si   nous   transformons 

comme  il  suit  les  équations  (  2).  Posons 

.»  —  _>•=£,  ./■+>=  Y), 

d'où 

■'■'  —  7-  —  --fi '         "■  "f/  =  -  (  i'  —  ■'''). 
ce  qui  permet  d'écrire  les  équations  (i) 

Ç-— -0-=  2r(j-—  i-)  -\-  ;'|  hzl,  l'çd  ^  2/y(---—  i^)-^  \dzl; 

soit 

J-—r,--T //'(;-'—  .'-)  A-'.>.(/"zt,  ■2'ir,  =  e"  (z'-  —  1."-)  +  1  h"  :l  ; 

l'invariant  relatif  à  ce  dernier  système  est 

_j_  6"2  +  e"2  -f-  d"^  -f-  h"^- e'  +  /^-  +  //-  +  d' 

—        ,;%r-  h" II"         "-^         bl,  —  cl 

'V'  Revenons  maintenant  aux  écjuations  (  1  ).   Résolvons-les,  d'aliord 
par  rap|)ort  à  .x"       V"  et   ■>.fy,  ensuite  par  rapport  à  ;-'  —  /-  et  2;/. 


On  a 
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^.^y.^'!l£l^lh4l^,._,.)^,l!ll!l^h$,^, 


ai/).,  —  a-,  ù, 


a,  b. 


n,Ct — «1  <".,  ,    ,         ,,  (i.,fli  —  o,d. 


d'où  (  2 ) 


l,T=- 


b,c,  —  ùi  e, 


rt,  (/,  —  a.,bt 
Ensuite, 


,  d: 


rt]  bi  —  a.,  bi 

b,ci,~b,d, 

(/)  b-^  —  a,  />, 


(7|  b.,  —  a,  b. 


a,  b.,  —  ri^b, 


a,d,  —  a,  c?2 

r,,b,—  a.,b, 


(33) 


..>       ,.,       a.di  —  a^d,  b.,di—b,d. 

Cl  d,  —  c,  rt,  -    '  t'i  r/2  —  c,  di    " 

aic.2—  n,Ci       .,  bic  —  h,  c, 

■5.-./  (  ,2,.- _  yi  )  4-  o  _!_ ^,,.,,  . 


'«  c,(n^,  —  c,di''        ■'    '    '    '  i\d„  —  c,di 

si  nous  écrivons 

;-—/-—  6'  (  .r-  —  j-  )  +  a  f/'  .r  y ,     .    2  ;/  =  e'  (  .r-  —  r-  )  +  2  //'  .r  )". 

il  est  visil)le  (2)  que 

b''---l,,         cl'—^d,         e'  =  — e,         h'=~^b. 

Il  en  résulte  que  l'équation  (cf.  avec  -j;)  qui  donne  ±  A- pour  le 
système  (  ii  )  est  identique  avec  celle  qui  donne  A  pour  le  système  (2). 


h  tilde  du  système  (II). 
7.    Nous  avons  ici 

"«• />  (  I  —  0  en  «  +  7  (  I  +  (■  )  su  (/  d  11  II 


m) 


r  ^w-  II.  -+-  s 


I- 


p(i  -^  i) en  II  ■+  y(  1  —  «)cn  u  dn  (/  ^         //;  sn- 1/  +  // 


Portons  ces  valeurs  de  j,  -^,  -  dans  les  équations  (i);  il  vient,  en 
remplaçant  dn'- 1/  par  /,'-  +  /rcn-ii  et  sn=M  par  i  -  en-//, 

—  'ti/i-cn-ii  +  i/y-(i  —  en-;/)  (/,'2+  /,-c.n-ii) 

~  />\(rcn-u  +  .s-)'  — (/«cii-^/  +  /()-]  —  id{m  eu- 11  +  // 1  (rcn-ii  -1-  .ç)  =:o. 
4  /'-  TM-  Il  -h  .'1  Y"  (  1  —  CM-  Il  )  {  /,  '-  -I-  /,-  en-  Il  ) 

—  r\(rcu'ii    t-.v)--  (m  en- Il  +  n)' ]  —  111(1,1  cm' 1,  -(-  t)  (rcM-'ii  +  s)   —  o, 
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et.  en  exprimant  que  ces  équations  sont  des  identités, 

I  4  icj-  /(■'-  —  h ( s-  —  /(-  )  —  2  dus  =:  o, 

(  35 )        .  —  4 '/> '  +  4  ''/'"  1 1''  —  1'''  )  —  2  /' ( '"■'  —  nin)—  n d{»ix  +  «/■)  =  o, 

'  —  4  "/'  ^•'  —  f^  y  '■■  —  '" '  )  —  2  dm /■  zzr  o  ; 

,'  A'I' l<'  —  e(s-  —  n'-)  —  le  us  ^  o, 

(36)        ■      4/*"+ 4'/'(/''— /''*)  —  ie{i-s  —  mil)  —  'f.hims  +  iir)z:^o. 

[  —  4 '/"/>'■ —  ci''' —  '"")  —  ^  limr  =  o. 

Ces  systèmes  sont  analogues  aux  systèmes  {iS,  i6)  et  nous  allons 
les    traiter  de   façon  semblable,   en   nous  préocciipani    surtoul    de 

formel'  Véqualion  qui  donne  />,  ou  plutôt  y^;   nous  verrons  ([uici 

A  est  imaginaire,  contrairement  à  ce  qui  a  lieu  pour  la  représentation 
par  les  fonctions  sn?/  et  cn//dnw. 

Eliminons  (/-  entre  (  55',  35'  ),  puis  entre  (/|o',  -|o").  H  vient 

(  —  b[k-(s-—  fi-)  4-  /'-(/•-—  m-)]  —  ■2d{/is  A^+  mr  /."-)  =:  o. 
(   —  r  [/.--(.s-- —  /;-")-+-  /.'-(/•-—  1»')]  —  ■y.hinx  /,-  +  mr  /,'-)  =  o, 

ce  qui  suppose 

/.-{s-—  n-)  4-  /.'-(/-—  m-)  —  o,  us  A'-\-  mr  /.'-  =  o, 

OU  bien 

/,-         /■-  —  m-  mr 

^    '  /,'-         s-  —  n-  lis 

i"  Nous  pouvons  vérifier  les  équations  (^7  )  en  écrivant 

n        s        ,,       ./i 
^      '  m        r  A 

les  équations  (35',  35')  se  réduisent  à  l'une  d'entre  elles,  (35' )  par 
exemple,  et,  semblablement,  il  est  inutile  d'écrire  (36'),  si  l'on 
écrit  ("'''>■'),  ce  qui  réduit  ('58)  les  systèmes  (35,  30)  à  celui-ci  : 

—  4  "/■/■" —  b(r-—  m'-)  —  id  /m-  =-(>. 

!/}-+  2 /-/-(/, ■'—/.'■-)  —  /'(/■'-— m'-) ij  —  2d  mri-^  —  o, 

?Ji 

/,  '  ,  .  /,  ' 


"  '  —  i '/"/•" — e(r-— m-)  —  2/1  mi 


).//-'  -f    9. (/- ( /.-  —  /.  '-  )  —  e ( /■-  —  m'  ) /■  j-  —  2 //  mr  i 
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(39',  39-)  donnent 

1  —  b(r-  —  ni-)  —  2 (/ //( /•  ^  -1  iif-  /. - , 

'  /l' 

I   [ —  b  (  /■-  —  m-  j  —  nd  ini-\  -j  ^ziij-—i  <[-  (  k-  —  A'-) , 

d'où 

(4o)  iiq'kk'^iy--q--{k'-k"-). 


D'autre  part,  (39%  39')  donnent 


2 ./-V.'-  =  - i[/>^+ 7M /■—/•'')]  4' 


k'- 

m^        Il 



—  —  —  1=;  — 

/.'- 

ns        /■ 

1 

n- 

d'où 

liif  kk'  =  /---+-  y-(/.-— /,'2), 

relation  incompatible  avec  (  40). 

2"   ^ous  pouvons  aussi  vérifier  les  équations  (  37)  en  écrivant 

(4i)  in^i'j,  .s  1= — /(  6, 

d'où 

et 


loi,  les  syslcmcs  (35,  36),  où  il  n'y  a  plus  lieu  d'écrire  (35%  SG''), 
si  l'on  lien t  compte  de (4 1,  4'^  '■"'  l ^  )■>  se  réduisent  à  (35',  3j-,  36',  36'- )  ; 
on  a  ainsi  le  système  réduit 

I  '1  ('7-  /,  '-  —  b{s-  —  n^)  —  idn  s  =  o, 

I  —  2  (/*-+  ■2ii/-{/,' —  /, '-)  —  b(rs  —  mn  )  —  d(nis  +  /(/•)  ^  o, 

( 'li)  ',  ,■,/•.        ,  i         .X         / 

I  .!'/■''  ' —  c(''  —  "")  —  2/i  «.y  =;  o. 

!      •2.1)-+  ■2f/-(/,-  —  /'-)  —  c(rs  —  />in)  —  /;  (nis  +  /</•)=;  o. 

Nous  avons  (4')»  comme  au  n"  15, 

s- — n'-zr:  n^(/j'- — i).         /(.v  =: — n-^J,         rs  —  »inz= — y./irO, 
/lis  -i-  III-  =1  rt/-(i  —  (/'), 
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et  les  équations  (  44)  deviennent 

!'( iV/- /. "  +  bii-(i  —  0'')  ■+-  2 fin'-'j  =  0. 
—  2  11)--+-  2(V/-(/.-—  k'-)  +  2b  ni-fj  —  d/i  r(i  —  9^)  =  o, 
4 -7 V.'^ -t- e/i^  (  1  —  ô^ )  +  3 /( /<■- Ô  =r:  o, 
2p-  +  2q^{k'- —  />'-)  -h  2S  nrO  —  h  nr{\  —  S^^  -_  q_ 

Eliminons  q-  entre  (/(S',  45');  nous  aurons 

b{i  —  e-)  +  2tie=ie(^  —  Q')  -+-2ihe, 
(46 )  (—  6  4-  /e) 5-  -f-  2 ( f/  —  ///  )6-h  b  —  ie  =  o, 

équation  qui  donne  Ô  (cf.  avec  25).  Le  système  (45)  peut,  dès  lors, 
être  réduit  à  celui-ci,  où  (45)'  est  remplacé  par  (4*')  • 

[    —  2ip--]-  2 ('//^ (/,--—  /.'-)  -h  2  b  lire  —  d/ir(t  —  9^)  =  0, 

}  4 '/''/''■  4-  en'-(i  —  ÔM  -I-  2 A  11-9  =  0, 

(       2 p-  +  2 (/^ (  A-  —  k'-^ )  +  2e  11^9  —  h  nr  {i^  (f-)  =  0, 

où  nous  allons  remplacer  i  —  0-  par  2 — ; (4'')>  ce  qui  donne 

—  b  +  ie 

h . 

—  b  -\-  ie  , 

l'éliminons /r  entre  (47')  47')^  nous  aurons 

2  (V/-  (  /,  -  —  /.  '•-  I  -\-  nr\  b  +  if  +  ici  +  ili  )  -, - 

'  '  b  —  le  \ 


j  . ,         I       d  —  ih  ,  \     . , 

(47)  {  2q^k'^  +  (  «iTTr^r.  +  '')  "''  ^  O' 

,y^  +  ^'-  (  A -^ -  /,  "3  )  +  nr  (  r  -  h    '^  ~ ''' .  V>  =:  o . 


ou  bien 

o  I//-  /    /.*  —     I.     -  \    _1—    Il  1-  

h  —  ie 


( 4S )  2 «(/-  ^  /.^  -/,-)-+-  /;/• -. 9'=o; 


ed—bh    „. 
2  if  k'- : —  /(  -  (y  =  O, 


maintenant  (47')  peut  s'écrire 

b  — 
et,  de  l'élimination  de  q-  entre  cette  équation  et  (4i^))  il  résultera 

i\-n\  —  '  )  ( ^'''  —  ''/' )  -,  ^  b"  +  e"- -^  d- -^  h-  —  <j\ 
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remplaçons-  pai- j( /ja);  nous  obtiendrons  l'équation  qui  détermine-: 


"'''  -JTi  •^''  Iroin-c  (Hre  éi^al  à  — /,-  de  la  roprésenUtlioii  par  srw/ 
et  en//  dnw  (27  ). 

La  valeur  de  -  est  donnée  ici  (  42,  49  )  par 

{ed-  l>h)'-j^  —  i(b'+  e'- +  d- +  h'')-  —  (ed -^  hli)  —  o\ 

—,  a  dojir  les  inèmf.s  valeurs  dans  la  représentation  par  snw, 
en  II  àna  (l'j)  et  dans  la  représentation  par  en  a  et  sn  //  dn  n. 

On  a  7)u  qiiil  en  est  de  même  de  6  (46,  25). 

Mais  V intérêt  de  la  représentation  quon  vient  d'étudier  par  cnu 
et  sn//dn//  est  nu'-diocre,  puis(/ue  (49)  p'  done  aussi  k,  est  imagi- 
naire. 

Élude  itii  système  (III). 
18.   Nous  avons  ici 

I   —  ^ip-  An- Il  4-  L^i,|'-  su- a  en- 11 

I       — ''[('•'ln'^"  +  -0'-  — ('"<l'i-'"+")M  — 2n'(/;(  dii=(/H-//)(/-(lii-^/+.v)  =0, 
fip-  du- Il  +  ',q-  sn-;/  cu-n 

—  e[(rdnhi-hsy  —  {m<lu''i,~i-ny]—2/i{iii  du' ii -h  ii)(r  du' i,  +  s)  =o. 

(»!■ 

,.,, I— dn^f/  _X-'2+dii2// 

~  Ti '  cn-(/= — , 

ce  qui  permet  d'écrire  les  formules  (5<)  ) 

I   —  ',i/J-du-ii-i~  ^(1  —  du',/){~  1,"-+  dnUi) 

j       —/4(/-dn^; +.-)•■'_  {m  du' Il  -\    i,X'\  ^2d{indu'i,  -h  n)(r  du'' Il  -\- s)  =  0, 

I  ^/-i'- du' Il  -+-  ±J^(i  —  ,|,|.'„)  (_//;.,_  ,i„2„) 

1         -e[(/'dn"//  ^  S)-'— i  m  du' Il  -f  i,y'\-  ■>  tu  n>  du' ,i -+-  i,)(rdn-'ii  +  .v)  =  o. 

Jollin.  de  Mail,.    (7-  srni-),    l,,,„,-   111.    -    i-,,s,-.    Il,    ,,,,-.  16 
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l'exprimons  que  ces  équations  sont  des  identités;  nous  aurons 

i  —  'i  iif-  -^         —     Il  {s"-  —  /i' )     —  2  dus  =^  o, 

(."il)  <  — i '■/'--+-  i'V/-  ^—pr "ibirs  —  mn)  —  i(l{ms  +  m-)—  o, 

I  — i^i2_  _     ^,  ^.,  —  ^^^.,  ^    —  9^dinr  =  r,: 

—  4    y'^    -^  —      p(.S-    —  /i-)      —  2/i/ii=0. 

(02)  ''  4/j'-     -1-  .'l   '/-  T7-' 2e  (/•.«  — //i/()  —  2A(«U-  +/(/■)  =  0. 

—  —l—  —    e  {r- — m-)  —  2hnir  ^n. 

l'Uiminonsy-  entre  (.5i',  5i'),  puis  entre  (32',  32^)  : 

l>\  (/•-—  w-)/.'-—  {s'-—  /;'•')]  +  2d{i?ir/,''-—  lis)  =  0, 
e  [(/■-—  m-)L'-—  (.V-— /(-)]  +  ■îli{mrl,'-—  iis)  =  o, 

équations  qui  supposent 

(/■-—  m-)  A'-—  {s- —  n-)  =  o,  mrlJ-—  us  —  o, 

OU 

s-  —  /(■-          ns 
(53)  /■'=- :  = 

i"  Ces  équations  sont  vérifiées  si  l'on  pose 

ii^^iuV,        sz=r6',         /i"-z='j"'. 

mais  il  est  facile  de  voir,  comme  pour  les  systèmes  (I,  II),  que  cela 
conduit  à  deux  relations  contradictoires,  qui  seraient 

r/(i  4-  k')—  i)k\         7(1  +  /.')  =  ipk\ 

1°   Nous  pouvons  aussi  vérifier  les  relations  (S'^)  en  prenant,  comme 
précédemment, 

{:>])  III  =  rO,  Szzi  —  Il0\ 

ici  (:j3,  :^4), 

(5ô)  ^^--71' 
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et  les  équations  (5i,  02),  où  il  n'y  a  plus  lieu  d'écrire  (5i',  52'),  se 
réduisent  (.")4  )  à 

—  4 «7-—-  +  bn'-{i  ~  0-) -h  2dn-0  =  o, 

I  —  2//?=-+-  2iq^^——^ h  2b/ire  —  dn  r(i  —  0^)  =  o, 

(•56)  i  ^/ 

^'/'  -]T  -hen^(i  —  9^)  +  2h/t'9  —  o. 

a*/- — jT- \--2en/-0  — /i/i  r(i  —  0- )  =zo. 

Eliminons  y-  entre  (56',  56^  );  nous  aurons 

(  ■">7  )  (—  b-h  ie  )  0'-  +  2  (  f/  _  i/i  I  5  -h  A  —  ie  =  o, 

équation  qui  donne  0  :  0  a.  la  mèinr  valeur  qui-  pour  Ir.s  .sy.slcinea  (\A\)- 
Le  système  (5(3)  se  réduit  à 

.     p-t-/.'- 
■îip-+  lu/-  — — ^-  3^/i/-9         _,/„,•(,  _  5-')  ~o, 

—  ^'1'   77  +  e/i-(i  —  ^vl +  ■>/(/(- 9  =  0, 

I        ip-  ->r  iq-   — — \~  lenrO  —/(/;/(  1  —  5-)  =  o. 

où  nous  allons  remplacer  j  — 0-  par  1  _^^  '''.^  0  (57),  ce  qui  donne 

'r  I    (7-  — - — 1-  „  /•  u  —  f/  — - — ^-  9  =  0, 

A'  V  — li  +  iej 

,/.'-  /       d~ih  \        , 

—  •'■  f^r-p-         +  \e :-  +  h     n-  (5  r=  o, 

A  '  \    —  o  -i    le  / 

"  +      '/'  — 7- hnrle  —  h  ; ]0  -lo. 

1'  \  —  (>  -h  te  J 

•e  (58',  58'  );  nous  aurons 

2  irj-  — 7T +-  nr\l>  +  te  -i-{d-h  i/i ) 0  -=  o, 

K  I  "  —  '<-'  J 


l'iliininonsyo^  entre  (58',  58'  );  nous  aurons 

2  (7= 
ou  bien 

,  -  .  ,,  r  +  /. '^  b-->r  e'-  -)-  d-  +  h'  , 

A  •  b  —  te 
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(58^  )  peut  s'écrire  maintenant 

(60)  —2g--— _/,-5  — o 

et  de  l'éliniinalion  de  q-  entre  cette  équation  et  (  39),  il  résulte,  en 
remplaçant  /  -  par  k'  (55), 

(61)  (ed  -  b/,)A-''-  {b'+e--\-d'+  /i^) /.' -h  c(/  -  hh  =0. 

équation  qui  donne  pour  k'  deux  iialeuis  /ve/lex,  dotil  une  coinpi'ise 
entre  o  et  i . 

Nous  avons  ensuite  (54,  55,  60) 

(62)  '^-^-,       -  =  i-,       -^-e,       9l=-LliL^ifi^il±o^ 

n         /,'  /(         /,'  n  '  /('■'  2  /.'-     b  —  le 

et  nous  oJJtiendrons  ^  en  éliminant  y- entre  (5tS',  58^),  ce  qui  donne 

/>-  \   (Il  —  ie}-  H-  (  (7  —  //;  r  ^  //■  _ 

/(-  2  /'  —  ie  n 

I  //■  I     ,^  ^       . ,     . 

remplac.ons  —  par  —  j-,  (  jt).  n  vient 

(63)  ^  =  -  7 TT- 


Itésuinr  conceinanl  tes  qiiariiques  o\. 

lî).  Il  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  (14  à  48)  que,  en  imposant  à  k 
lu  rundition  d^ètre  réel  et  compris  entre  —  i  et  -)-i,  les  quar- 
liqui's  C/',  qui  ont  pour  <'(|ualion 

'  '}.xY       =  e  (z-—l^)  +  ■y.lizt. 
pru\cnl  lUri-  ri'prt'se niées  :  1"  par  les  équations 


p(\  —  i)  swii  -+-  (/{  \  +  i )  en  II  du  a 


/>{i  -h  i)  snti  -{-  f/(\ — /)cnA/cln«        ran- u -i~  s        1»  s,\t'- u -h  n 
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OÙ  0  et  k  élanl  délenniiiés  par  h>s  équations 

'  {ed—  l>li  ) X=  —  (  h'  4-  e-  +  d-  -\-  h-  )/.-+-( ed  —  hli  )  =  o, 

p-    (/'-     r'-     m     \   I  ,   .    7  -,        • 

-^'  —'—'—;  -  le  sont  a  leur  tour  comme  il  suit  : 
n-     n-    n-     n     ii 

\  EL^—L  (l>  —  ie)-'+(d~ilif^^^  'L  —  l  ed—bh  ^^ 

I  n-  i  b  —  ie  '  '  /;-        %     e  —  le      ' 


Il  n 

U  i"  peuçent  Vèlre  aussi  par  les  équations 


p(i  —  i)  dn  u  +  r/(i  -h  i)  sn  r/  cil , 


/J(i  H- 0  du// +  y(  I  —  «)sn//cn//         /■dn-//  +  .v        /// dn-// + // ' 

où  0  et  k'  étant  déterminés  par  les  équations 

^  (—  //  4-  16)6''  +  2{d  —  t/i)9     ■+  b-  ie  =  o, 

'  {ed  -  b/i  )  /.^  —(//-+  e-'  +  d-  -+-  //■-  )  fé{ed  —  bfi)—o; 

p-      //-      /•■-      ///       s     ,  ,      , 

-77  '  -7'  —  '  —  '  -  t^  sont  a  leur  tour  par  : 
n-     n-    //-     //     n  ' 

i  EZ—  L  (^—  lef-i-  {d—  ili  Y    ô_  V:  _  _  '    /'  '    ed  —  bli 

lé  n-  2   /  '-     b  —  ie       ' 


b  —  ie 

I 

m        if) 

I^' 

Ti  "lé' 

et  que  les  quartiques  cp'  n'admettent  pas  d'autre  représentation  para- 
métrique, en  fonction  de  sn/i,  cnu,  ânu. 

Il   existe  une  troisième  représentation  j)iirainétri(iue.  et  une  seule 
(17),  si  l'on  n'impose  plus  à  k  la  condition  d'être  réel. 

'riiKonf.MK.  —  Il  n'i'st  pas  possihie  de  faire  disparaître  les  ima^i- 
uane.s  par  un  i'liiin<^emeul  <In  tétraèdre  de  référence. 

l'renons,   par  exemple,    la    représentation    par   du//   et   snwcn;/ 
(jn'on   vient   d'écrire  dans  cette    même   paye;   chacun   des    rapports 
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écrits  est  égal  à   celui-ci 


h  X  —    an- //  H h  y. 

\  n  ri  J  n 

qu'on  peut  écrire,  si  0  =  0,  +  O^/,  0,  et  0^  réels, 

-       z-hy.t 


[±  (•  +  X /(  5,  +  (-9,  )  ]  ^^  +  z  —  0,  -  0, i 

Nous  n'avons  {|u'une  seule  solution  possible  :  /.  =  0./  et  ce  rapport 
devient 

z-\-/.t 

où  les  imaginaires  subsistent. 


Ciui'iTRi;  IV'.  —  Cas  où  trois  des  cônes  du  faisceau  de  quadriques 
deviennent  des  cylindres. 

*20.  Nous  ne  pouvons  plus  employer  les  coordonnées  télraédriques 
quand  trois  des  cônes  deviennent  des  cylindres  puisque,  dans  tous  les 
cas  que  nous  avons  étudiés,  les  sommets  du  tétraèdre  de  référence  sont 
liés  aux  sommets  des  cônes  faisant  partie  du  faisceau  de  quadriques. 

II  est  donc  nécessaire  de  reprendre  complètement  la  question  :  ef 
Von  verra  que  les  n'sitllals  sont  esscnliellanent  diffërents  de  ceux 
obtenus  jusqu'ici. 

Nous  allons  faire  choix  d'un  système  de  coordonnées  cartésiennes; 
nous  prendrons  Oj:',  Oy,  Os  respectivement  parallèles  aux  généra- 
trices des  trois  cylindres  du  faisceau  et  nous  placerons  l'origine  en  un 
point,  quelconque,  de  la  courbe. 

On  sait  (  ')  que  les  cylindres  ((>,),  (C^),  (^t>,,)  ont  des  équations  de 


(')  H.  UE  MoNTKSsus  DE  Bai.lore,  1  iitioditclion  à  la  théorie  des  courbes 
gauches  algébriques  (Cours  libre  professe  à  la  Facullc  des  Scirnces  de 
Paris),   p.    \().   l'aris.    ("loville-Moiaiil,    i()i8. 
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la  forme 

1    (<^Ji)  cy- — yc^  +2CJ— 2cC=o, 

(  (Cj  )     «.r-  +  cy-  H-  2  (/.r  +  2  pj  —  o. 

L'//n  au  moins  d<'  ri's  cvliridres  est  Iiyperl)oliqui'^  puisque 

(  2  )  (  —  ey  )  (  «  y  )  (  rt  c  )  =  —  «5  f-  /-  <  o, 

ce  qui  nécessite  que  l'un  au  moins  des  trois  facteurs  du  premier  membre 
soit  négatif. 

Dans   ce  qui    suit,  jnsquttu   ti"    2i,    nous  supposcfons    que    le 
cylindre  (Co)  est  hyperbolique^  c'est-à-dire  que 

ixy  <o. 

*il.    i"  Les  équations  (  I ',  i'-) 

,,  ^  a.r'--\- cy-+ 1  dx  + -ley  T^o, 

'  ^  y         ...  I 

'  a.r-  -\~  y  ;-+  2  f/a-  +  as;  —  o, 

sufliscnt  à  définir  la  quai  tique. 
l'osons 

(  4  )  j  =  >.  .r  ; 

ré(|ualion  (  i'  )  devient 

o  .r  -^  c'k- X  +  9,  (f  +  2  e 7,  =:  o, 
d'où 

,r,     ,,,                                          d  +  e'i.                              d  -i-  e}.  - 
(5',;)-)  .r  =  — 2 — ■ =-,  J  =  ~2 ^, /.; 

|)oilotis  celle  valeur  de  ./■  dans  l'équation  {'S'^,  préalablement  écrite 


y  a  4-  s  =  sit-  —  y  (  ax-  +  <t.r  )  ; 
il  viendra 

l~„       ',         [d  -4-  et')'-         T',     d  4-  e'i. 
y  ;  H-  £  —  4  /  £-  —  /|  y  rt  r-7-  —  4  "y  =-;  > 

'  \l  "     (a  +  cl.-'Y       ^    '  a  +  cl.' 

(  5-'  )     y  ;■  -f-  £  —  ^       ^^,_  y/sn/^r-t-rX-)'''— ',  r/y(r/+i'Xn,/  +  eA2)-4rty(^-^e>.' 
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rexpression  qui  ligure  sous  le  radical  peut  s'écrire 

elle  peut  donc  être  mise  sous  forme  d'une  diiïérence  de  carré  si 

(6)  y(^^y -h  «£')  >o. 

2"  Les  équations  (  i ',  i^) 

(  cy'-  ~y:'-+9.ey  —  2£;  =  o, 
(  a  ,f-  4-  y  ;-  +  2  (jf  .r  +  2  £  ;  -=:  o 

suffisent,  tout  comme  les  équations(3),  à  définir  la  quartique.  Posons 

(S)  /  =  >.'-- 

il  vient  (7'  ) 

c'a'-  :■  +  y  z  -\-  lel:  —  2£  i=  o, 
d'où  nous  lirons 


'y  — cl"-  ■  -y -cl 

portons  dans  (7^),  préalablement  écrite, 


ax  +  d  —  \/d-  —  a{yz-+  2iz)\ 
il  vient 


a.r  -^  d  =  \/  a--  4  a  y    .^ ^7:;      —  /j  «£  — 


ax^d= '-^-r,  \ldHy  -    ri"-)-  t,a  s{c  ~  cV)  (y  -  cl"')  -ffriyis-  f  À'-)'; 

y  —  cl  -  '         ' 

ici,  l'expression  sous  le  ladical  est  une  difiércnre  de  carrés  si 

(9)  a{d'y  -\-as''-)>o. 

[^'inégalité  (2)  montre  que  l'une,  <■!  une  seule,  des  (leur  i-elu- 
tions  (6)  on  (())  esl  toujours  iiéfifice. 

21.   Admettons,  pour  fixer  les  idées,  (pie  l'inégalité  (0)  soit  véri- 
fiée.  Dans  ce  Ciis,  l'expression  qui  figure  sous  le  radical  de  ré(jua- 
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tion  (5\)  est  une  différence  de  carrés  et  nous  pouvons  écrire 

('O)  ■/=  +  £  =  a-icV-  ;/('">''+  Q^  +  H)  (  F'/.^+  Q'X  +  R'  ), 

.'•  etj^  étant  déterminés  en  fonction  de  A  par  les  équations  (V)  (,'-)=) 


(•>) 


d -\- e'i.  d  +  e'i 


a  +  ck-  "  rt  -+-  c/,2 

Posons 

(12)  Y==P),^+QÀ  +  R, 

et  soit  A„  une  racine  du  second  membre  de  cette. équation,  de  telle 
sorte  que 

nous  aurons,  en  soustra\ant  l'une  de  l'autre  les  deuv  équations  qu'on 
vient  d'écrire 

Y.Y  =  1>{/,  +/.,,)(/._/.„)  +Q(>._>,^). 

posons  encore 

Y -p(>. -/.„); 

il  vient,  en  portant  dans  ré(|iiation  qui  précède, 

^p  =  P(/.  +/.„)  +  Q, 
et  nous  avons,  pour  déternïiner  V  et  A  en  fonction  de  p,  le  système 

I      ^  —  9'-  =—  ^-0?' 

(pii  donne  [)our  A  et  Y  des  expressions  de  la  forme 

(i3)  l—  Si+S,p^^  Y  —     Saft 

I^  —  p^  P  —  p2 

Portons  ces  valeurs  de  A  et  V  dans  (  lo  i,  (pio  la  lelalion  (  i  :)  pormeL 
d'écrire 


il  vient 


yz+e-  1 S,p        /     /i^,  +  S,p"-Y   ,   ^,  SiH-S;p^    ,   „, 


P 

Journ.  Ue  A/iit/i.  {-•  srAïc),  idinc  III.   —  I'.im-.  11.   i,,i-.  I7 


laG  II.     DE    MONTKSSUh    VK     liALLOKE. 

OU 


«(!'  —  p-)'+  c(S,  +  S2p^)- 


25.  I'>xpnmer  p  et  la  racine  carrée  du  polynôme  qui  liguie  sous  le 
radical  par  les  fonctions  elliptiques  sn?/,  en?/,  dnu  est  un  jnoblème 
analogue  à  celui  qui  a  été  étudié  au  n°  (>. 

On  y  parviendra  en  écrivant,  selon  les  cas, 

p  =  //  su  1/.  p  m  /i,  cil  u,  p  zzz  h,  dn  «, 

et  en  choisissant  //  ou  //,,  ou  //.  convenablement. 

f^a  suite  de  celte  étude  (n""  24-."» 7  )  indiquera  les  modalités  du. 
ccdcul. 

Soit  d'abof'd 

p  :=  /(  sn  «  ; 

^^'  z  -h  t  et  X  seront  de  la  forme  (14  ),  (  1  3) 

Sj/î' sn  w  en  H  dn  H  .  S,  +  S.,A- sii^m 

(1.))      y=  +£=  r7(P  — /j-'sn-^(0  +  <^(Si+S,A-sn=«)'  ''  ~     P  —  A-  sn^ m    ' 

r/<  second  Lieu,  si 

p  =:z  /(,  en  (/, 

y;  +  £  et  A  sont  de  la  l'orme 

_  Sj/i',  en  tt  sn  u  dn  u  .  Sj  +  S,//';  cn-« 

'  "  «{P  —  /i^  sn'-«)  +  c(S,-|- Sa/i- cn-«)'  P  —  li^  en- u    ' 

la  relation 

c  II  -  M  =;  I  —  >n-  Il 

rend  ces  expressions  idcnticpies  aux  expressions  (  i5). 
De  même  si 

p  =  //,  dn  u. 

Les  erpressions  (i  '>)  de  ^{z  +  £  (^/  0?''  A  sont  donc  les  seules  qu'il  y 
ail  lieu  de  coiisiflèrcr.  Il  en  résulte  que  x,  y(i  i)  el  yi  -{-  t  sont  de  la 


SUR    LES    Qt;.\RTIQUi:s    r.AUCIIKS     I)K     l'IilîMIKHK     ESPÈCE.  I  o- 

fuiinf 

j  T  sn  //  en  it  Anu 


f,),  sn*«  -h  0).,  sn-(/ 


•le  vais  établir,  clans  la  suite  de  ce  Cliapitre,  la  correspondance 
entre  les  quantités  tt,  •/,  w,  le  module  A  et  r/,  r,  r/,  ,-,  y,  £.  KHe  ne 
nécessite  pas  riritroduction  d'imaginaires. 


Réduction  du  système  (i6)  et  conditions  de   réalité 
de  -',  ^,  'll,'lA. 

f.)|      M.i      'O,      r,)3 

2i.    [.es  valeurs  (  i(i)  de  ./•,  j,  r  comportent  di\  paramètres  :  V 
module  /,  et  le  rapport  de  neuf  des  quantités  t, 

7^1.       7:0,       T.;.      /,,       /,,       y,.       ,„,,       0,,,,       0), 

à  la  dixième,  qui  sera  w,.  Les  quantités  à  déterminer  sont  ainsi 

k.     ±,     Ih,     II,     Hi,     -/l,     Il      Z?      211      ":i 

''h  '^'2  '•>i  '.>2  '■!■.  '.)/  0)/  'i)o'  ',.,  ' 

Nous  calculerons  d'abord 

Zii,    !Eî,    Zi,     Zii. 

'>),  'j);,  M,  01, 

Après  avoir  déterminé  -^,  -^,  il  nous  suflira  d'écrire 


TTi   TT,  lit, 

0),   ~   f,),  Mj  r„j  ,,,3 


pour  connaître  les  expressions  de 

Nous  pouvons  teinar(pirr  (pie  les  in.'onnui's  /, .  -,  ...,'111  sont  au 

nombre  de  .0,  t  nidis  ,pie  les  é,piali,,ns  (  i  1  ,„,  (  ;5  >  „,.'  enun,orl..nl  ,nie 
SIX  paramètres. 


120  11.     IIK     MONTESSUS     DE     BALI.OHE. 

Remplaçons  x,  r,  yr  +  i  par  leurs  valeurs  (i6)  dans  les  équa- 
tions (3),  après  avoir  écrit  l'équation  (3-)  comme  suit 

y  '  y 

Il  vient,  en  remplaçant  en"  ii.  dn^//  par  i  —  sn'-//,  i  —  A'-sn-//, 

rt(7T,  sn'//  +  TTo  in^ii  -h  7:3)-  +  c{y_,  in'  11  4-  ■/.,  sn=  «  +  •/_;,)- 
+  2c?{7r,  sn'«  4-  77-1  sii'«  +  7Ï3)  (^«h  sn'«  +  o),  sn^»  H-  o);,) 
+  2e(/i  sn'//  +  y-i  sn-M  +  -/j)  (o),  sn'«  +  r,),  sn- «  4-  0J3)  =  o, 
\  -T-  sn-«/(i  —  sn-«)  (  ■  — ^'^  sn^(/)  +  «(tli  sn'v/  +  7I2  sn^«  +  rr,)- 
I       4-  2c/(7r,  sn'(/  +  -,  sn-«  -H  7:3)  (w,  sn*(/  -t-  &>,  sn-  »  -1-  ',13) 
—  —  (01,  sn''«  4- (1).,  sn^H -h  W3)- =  o. 

Exprimons  que  ces  équations  sont  identiquement  vérifiées,  c'est- 
à-dire  que  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  sn  w  sont  nulles; 
nous  obtenons  les  deux  systèmes 

an]  4-  cy\  4-  2dr.i'>)i  4-  2e-/,oj,  =  o, 

a7ri7:.2  4-  c-/,7,4-  f/( 7:101,4-  7:,&j,)  +  ("('/.lO),-)-  •/,oj,)  =  o, 

n(7ï;4-  27:1773  )  4-  f(/J  4-  2/1/3) 

4-  2c/(7:iOJ3-|-  TTaO),  4-  7:,^,)  4-  2e(/,  Mj-I-  /3'jJi  4-  /,0),)  =  o, 
rt  7:2  7:3  4-  cy,  y,  4-  f/{  71,  (.J3  4-  7:3  O),  )  -^  ri  /,  cjj  4-  /:,  '■),  )  :=  o, 
«71,  4-  cyl  4-  2  c/7:3  '.I3  4-  2  6/3  '''i  =  o  ; 

«t::  4-  •-'.  c/n.oj,  —  —  01?  =  o, 
■/ 

—  T-/,'4-  fl'7T|7:,4-  f/(7:iO),  4-  7:,'.)|)  —  —t.),  w,=  o, 
(iS)  <  — iT-(i-l-/>--)4-rt(7:ô-4-27:,7::,')-r2f/(7:i',.3  4-7:3Wi4-7:„'.i,)—  —  (w;4-20),'.)3)  =  o, 

T-*-)-  «7:,  7:3  4-  rt(Tï,a).  4-  7:3  W,) •  W,(03=  O, 

2-/  -  -  -  -/ 

ar:l  +  ■?.dr.:i''i3—  —  t-'j  =  o. 

\  y 

l'osons 

i    7:1=     Awi,  7T,  =:     /,'.!,,  7:3=     /ato,, 

(19) 

(     •/]      -   '"]  ''11.  /a  -=  '"2''>-..  7,3    =  "'3'"3; 


(•7) 


SUH    LES    QUAUTIQUES    GAUCHES     DE     PHKMIÈIU-;     l-.Sl'KCE.  ï  7() 

les  éijuations  (  i  -  ),  (i8)  deviennent 
a  i\  +  cm  \  -+-  ■?.  dl^  -\-  2  Kin ,  ^  o. 
I  a  /,  /,  -h  cm,  //i„  +  d{  /,  -+-  /,,  )  +  e(  in^+  m,)  =  o, 

+  2fl'(/,  r,|,  w.|  u_  /j,j,|(,,^_i_  /,  (,,2)  ^  2C(/«,r,l,0)3+  //(jOi,  t,)3-(-  /«^r,).^)  :=0, 

al.,  4  +  cninni-i  -+-  d(  L  H-  /,  )  +  e{  w^  +  «i,  )  —  o, 
ail  +  c/7i^  -+-  idl.^  +  2  e/?;,  —  o  ; 


(20) 


al\  +  idl^  —  —  zir  o, 
7 

—  ■ï--A:-+  «/,/.,  01,  w.,+  d{l,-i-  /,  )(,j,0)2 —  -  M,f.)o  =  o, 


(21) 


—  —  (  I  +  /,-  )  +  a  (  /:7  Gj^  -h  2  1,1;  r„|  0,3) 

+   2d(l,  r„,  OJ.,  +  /j  r„,  M3  +   /,  OJ,]  )  —   —  (  r,,^  -f-    2  f,li  CJ-,  )  =  O, 


T-  +  rt/,  /.,  r,,.,  f,,.,  +  ^(  /„  4-   l.^  )  f,,.,  ,,j3  _  L 

2y  ...  .^ 


c//.^  +  -idL 


25.   Les  équations  (21'),  (21')  déterminent  /,,  Z^,  à  cela  près  que 
/, ,  /,  sont  simplement  assujettis  à  être  racines  de 


(22') 


al'^ -\-  -idl—  —  =.0: 
7 


la  i/is(//.s.si<)/t   (Ir  c-  puiiit  prrndi-a  plus  lai-d  iiitc  l(iri:f  place  de 
celle  élude. 

De  (20')  relranclions  (21'),  et  de  (2o'')  retianclions  (21'  );  il  en 
résulte  (|ue  ni,,  ne.  doivent  vérilier  l'équation 


(22-^) 


cm-  -h  a  cm  -\ nr  o  ; 

7 


à  <■('  propos  encore  une  discussinii  iniparlaide  aura  lieu. 

l.is  cuiulilions  de  realile  de  /,  ,-/  /_,,  m,  cl  iir,  snul  (  22'),  (22^  ) 


(23.) 


d'  +  a 


a-  —  c  —    -  o. 
7 


l3o  II.     IIE     MONTRSSUS    DK     HALLOIUC. 

ReporLons-nous  aux   équations  (i)   qui   défiuisseiU   la   quarlique. 
Kcrivons-les 

/   —y(cy-hey-h  c(y  ^  H- £)-+ A, --.  o, 

(24)  j        y(«.r-|-rf)2-t-a(yc  + £)2  + Ajz^o. 

'         c(a./- -(-f/)-4- «(rj -t-r)--+- Ajr^  o. 

OÙ  l'on  a  posé 

(2.5)  A,  =  -/e- — Ce'-,  \,=    -  as-  —  yr/-.  X^  —  —rd-  —  ne- ; 

on  sait  que  A,,  A^,  A.,  sont  les  discriminants  des  coniques  (24  ).  Ils 
tionljoiirr  un  i-nle  fondaiiienldl  ilans  ce  Cliapilre. 

Dès  maintenant,  ils  s'introduisent  dans  les  conditions  de  réalité  (aS) 
qui  peuvent  être  écrites,  en  les  multipliant  par  y-, 

■/(■/Ô-+ (7Î-)  >  o,         •/( y e-— (■£-)>  o 
ou 

(26)  — yA.,>o,        yA,>o. 

Montrons  que  ces  conditions  de  réalité  ('-i'))  sont  i^èri fiées  si 

;  rt  >  o         avec         <■  <  o         et         y  >  o, 

(27  )  •    (in  bien 

'  rt  <;  o         avec         f  >  o         et         y  <  o  ; 

en  effet,  les  équations  (2/1',  24')  peuvent  être  écrites 

I    -  r^cy  -V-  cY+  cy(yî  +  £)^+yA,=  o, 
(         ■f{ax  ■^-  d)-  +  a-/{y:  +  £)--f  yAo=  o; 

la  réalité  des  cylindres  représentés  par  ces  é(]uali()ns,  cpii  va  de  paii' 
avec  la  réalité  de  la  quarti(|ue,  exige  : 


y  >  o,  d'oM  ey  <  o,  r/y  >  o, 

yA,>n.  yA,<o-, 

y  <  o,  (l'i)ii  encore  ty  •<  d,  ri  y  > 


yA|>o,         yA,<o; 
ce  sont  les  conditions  (  2(1  ). 


I' 

'    Si 

r/  >  0,          r  ■ 

'/lie 

2' 

'  Si 

n  <_o,          f  >  0. 

que. 

,  à  nouveau, 

SUU    LES     QUAHTIQUES    GAUCHES    DE    PREMIERE     ESPECE.  l3l 

26.  Mais,  a,  c,  y  peuvent  avoir  d^autres  signes  que  ceux  indiqués 
(27)  t'I  a  nous  esl  nécessaire,  à  ce  propos,  d'envisager  non  seule- 
ment les  formules  (i<J),  mais  aussi  les  formules  obtenues  par  per- 
mutation qui  vont  suivre. 

1"  Posons,  au  lieu  de  (  i(j  ). 


(.8) 


7T|  su''  u  +  71,  in-  u  -h  7: 3  r  sn  u  en  u  cin  11 

; ; ,  cy  +  e::^  7 ; 

W(  sn*«  +  CO2  sn- «  4- 0)3  oj,  sn*  « -f- oj,  sn- «  +  W3 

/i  sn*  u  -h  •/.;  sn'//  -1-  73 

w,  sn*  u  -(-  Wj  sn-  //  -+-  o);, 


et  portons  ces  valeurs  de  jj,  cy  +  e,  z  dans  les  équations  (  1-,  r'^,  qui 
sont 


7- 


2«f.r 


1  -  (  c  >•  4-  e  )-  -(-  a  .r-  +  2  rfa-  —  —  "=  o  ; 
(  c      '  c 

il  vient 

a ( 7T,  sn*  M  +  T.-,  sn-  «  +  tT:, )*  -+-  ■/  I  ■/,  sn*  u  -)-  •/.,  sn-  «  +  y 3  Y 
l  H- 2f/(-|  sn*« -t- 7T2  sn-// -f- -3)  X  (ot,  sn*  « -+- w,  sn- // -h  0)3) 
I   +  2  •  (  /,  sn*  //  +  72  sn-  //  h-  73)   x     { •.>]  sn'  //  +  i,u_  sn-  //  +  M3  )  =  o. 

^  ■^'^''^  ',  -T-  sn'^//(i  —  sn-(/)  (1  —  /.-  sn-M) 

I  +      '^'i  TT,  sn*//  -+-   -2  sn-//  +  77:,  )--t-  2rf(-,  sn'//  -f-  TTj  sn^// +  Tî.i) 

!  X  (fjj)  sn'// -t- t.)»  sn-// +  0J3)  —   —  (rj),  sn'/<  +  (02  sn-// +  «3)-=  o. 

/• 

Lgalons  à  zcro  les  coeflicients  de  sn"//  et  les  ternies  indépendants 
de  sn  //  ;  il  vicnl 

1    "r.'\+  Y/a  +  f-dr.^  r,j,  +  2c7,  W|  =  o, 

I    (t-'î  +  1  (/tTi  '.)| 'iJ  J  =:  o, 

I  "~-l-^  T/.l  +  ■f.dr.-i<,>,-h  2J73',):)T^o. 

f    //  Tt'^  -I-    2  a? 713  li)3 '>)\  --^  o, 

de  sorte  iprcii  posanl,  comme  pi'écédcninicnl  (19), 

^    TTi—      /|M|.  7I2-       /.,f,l2.  /;:,;=      /j'.lj, 

(    Zi^-  '"!'■' 1-  7,=  ///jM2.  73rr//(3(,)3, 


l32  li.     DE    MONTESSUS     DE     B\LLORE. 

Zi,  /;,,  //i|,  /y/.,  seront  déterminés  par  les  équations 

c 
(  (//-  -+-  y  iir  -^  2dl  -h  isin  =  o 
OU 

(3o)  al'^+idl =0.  -//?*-+ 2£m  H =  o. 

f  '  c 

Ici,  les  conditions  de  réalité  sont 

,,       «e"  e- 

d-  +  • >  o,  £-  —  y  —  >  o, 

(■  '    c 

OU 

c  (  ff/^  +«(,'-)>  o,  c  (  c  £-  —  y  e^  )  >  o, 

OU  encore  (  ^5) 

(3i)  — cA3>o,         — eA,>o. 

l']crivons  les  équations  (24',  24') 

(   —yc{cy-\-eY+  c-(y  ;  +  e)- +  cAi  =  o, 
/  c-(rt.i.-  +  <y)-^  f/c(c  r  +  e)'-l-  cA3r=  o. 

Si  Y'-'  <C  o,  ac  >  o,  la  réalité  des  deux  cylindres  exige  que  les  condi- 
tions (3i)  soient  vérifiées. 

Les  fornuiles  (28)  conviendront  par  conséquent ,  à  V exclusion  des 
formules  (iG),  si 

(Sa)     «>o     avf.c     c>o     ei     y<o         ou         a  <  o,     c  <  o,     y  >  o. 

2"  Posons,  au  lieu  de  (  16)  ou  de  (28), 

(rsn«cnf<dn«  tt,  sn'(/ -h  71.)  sii'm  +  7:3 

c.T  +  d=  ,  y- 


.  &i,  sn*  M -f- to- su-' «+ W3  û),  sn*«  +  (.).,  SQ-»  H- CO3 

(33  )     <; 

'j)|  su'  H  -H  (.J.,  Sll^«   -H  (.)3 

et  portons  ces  valeurs  de  c-.r -(-  rf,  y,  ;  dans  les  équations  (i',  i"),  qui 
sont 

{    CY' y  3-4-2  6' y—  263  =  0, 

■  ^^ 

/  -{a.v  -\-d)-  ^  ■iz-+}.ii =0; 

\   a  '  a 


SUR  LKS  QUARTinUES  GAUCHES  DE  PREMrÈRE  ESPECE 


i  ;-!  3 


('(tT,  511'//  -h  -,  Sn-/<  +  7:jj-'_y(y|  s„4„   _i_  y,,  sil=//  +  y.,)-' 


I  +3e(7:i  su'// + -2S11-//  -H  TTj)   ;<     (m,  su'*// +  w,  su- // +  t,) 

I  — yï(Zi  SU'"  +  7,2  sn  =  //  -(- /.,)   X     ('-.),  sn'// +  f,i,sii2/<  +  r,) 

,  1 

,  -  su-  //(i  —  SI)-//)  ([  —  /,--  su-//) 


)   =0; 


I        +    7  (  '/.i  •^'1  '  "  +  7.2  sn=  //  -1-  7_3  )-  +   2  £  (  7,  su  ■■  //  +  y,  sn^  //  -H  y,  ) 

I  X  ('.),  su''//  4- 'o.,  sn-//  4-f,):,) 7  (f.j,  sn' // +  oj,  sn  =  //  +  r,i3  )-z=  o. 

Exprimons  encore  que  les  coefficients  de  m"//  et  les  termes  indé- 
pendants de  sni/  sont  nuls  : 


ctt;  —  77J  ^-  2  /'Tt,  0)1  —  2  £7,  M,  =  o, 

C  "^3  —  y/J  +  3  CTÎs  «3  —  2  £7.,  f,)3  —  o, 

f  o  ^- 

77  :;  -H  2  £ 7:,  w ,  —    —    f,)^ .—  o  : 
\  r/         ■*  ' 

ici,  ///,,  ///,  d'une  pari,  /,,  /.,  d'autre  pari,  sont  racines  des  équations 

(  .  d- 

\   y  m- -\- o.zni =  o, 

)  r/ 

1  /o  /  <^l' 

f      ri-  +  2/'/ =  0; 


ce  (jiii  donne,  comme  conditions  de  n'-alité, 


5' +7 —  >  n,  e--l-c—  >(), 


//(//£-   t-  7//-)  >  o,  //((/e-H-  fv/-)  >  o, 

OU  encore  (  2.t  ) 

(  ■'^  i  )  —  «  ii,  >  o.         _  r/  A3  >  o. 

Lps  é(|nalions  (■'/[-,  :>  f'  ),  écr'ites 

(   '■'V{f''-  +  dy-]-n'(yz  -hzy-\-nX,-o. 
(  /•/  c  (  <i .V  +  d'f  +  «■■!  ( r  )•  -h  e  ) -  4-  f/  A3  =  o, 
Jotirn.  (If  Malli.   (-'  M-rir  1.  iciiiic  Ul.—   Kiisc.    Il,    191-. 
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l'i]  H.     1)K     MONTESSUS     UK     li\Ll,()RE. 

exinenl.  |m)ui'  la  i/'iililé  des  cylindres  qu'elles  représeiUent,  que 

al,<^o     si     «y  >  o  cl         «A:i<o     si     «c  >  o  ; 

donc  1rs  condiliojis  (  33  )  soiil  vi'nfiéos  si 

«"/>(>        ""         fie  >  o, 
(i/i  bien  si 

(35)     /'/ >  o         avec         c>o     e.l     '/"'O         t'         rt<o,     f -<  o.     y<<'i. 

Par  couséquenl.  la  n'prési'nialiou  (32),  à  l'exclusion  tles  re|)résen- 
talions  (  i())  el  (  i>8),  romiciil  si  h's  corKlilions  (  3V)  suiil  n'-ri fii'cs. 

'21 .  Formons  le  Tableau  des  dilférents  signes  que  peuvent  avoir  n, 
c,  Y  el  indiquons  dans  chaque  cas  les  formules  à  employer  cl  qui  sont, 
en  se  reportant  à  (27)  pour  les  formules  (iG),  à  (^2)  pour  les  for- 
mules (  28),  ii  (35)  pour  les  formules  (33)  : 


— ~— —  — —                               Formules 

<i.  r.  •'                             ^1  'Miiployer. 

1...,.     H-  +  +                         (33) 

2 +  +  —                         (28) 

■i +  —  4-                                I  iC,  1 

ï -+-  —  —  \  oir  fciriii.  (  3-,,  I 

o —  -h  -f-  \  oii-  form.  (3-,,)     (  '  ) 

fi -  -+-  —                            (16) 

" -  -  +                           C-^Sj 

8 _-  _  _-                         (33) 


(30) 


liien  n'esl  spécifié  pour  les  cas  i  el  5. 
I "  ('as  (II- 


■M.ules 
i.Invei- 


.     I.   Si      A|  <  o,   A2>o.        011a  yA,>i),         yA5<o        (i()) 

(3-„)      -2.  SI     A,><).  A:,>o,       on  a        -  rA,  >  o,   -  c-A,>  o       (aS) 

'   :{.  Si     A,<o,  A,<(),       ou  a       — <7A.,>o,  — fvA3>o       (33) 


(')  Les  formules  (3-/,)  sonl  pincées  dans  le  texle  après  les  foriiuiles  (39). 
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//  ne  pciU  pas  .sv  piéscidiT  di-  comhi  nai  sons  attires  y  (te  {  S^,' ,  3  7,'^ ,  3  7;'  ) . 
Formons  en  eirel  le  Tableau  des  signes  de  A,,  \..  A.,  et  inscrivons 
dans  la  dernière  colonne  la  combinaison  (37„)  correspondante  : 

Sij;nes  ilc 
'   — ^~— -   — ^ —  Coiiibiiiuisori  ( 'î;,,  ) 

A|.  i.  A,.  corrcspoiidniitc. 

1 H-  +  +  (3;;^) 

1-2 -u  +  — 

(3S,  ]' -.  -  -  C^J) 

1 -i -         +         +  (3;^) 

I  t) —  -t-  —  (  :!;,',  ) 

s —         —         —  (  s-;;  ) 

Il  subsiste,  scnildc-l-il,  les  combinaisons  (3(S-',  38'  ). 
Or,  ces  coi//fn/iaisons  nr  peinent  pas  se  pn-scnlcr.  lui  ellel,  A, .  A,, 
A.,  sont  liés  ('il)  par  la  relation 

i.ît,)  ((A,  — fAj4- yAj- 0 

et,  puiscpie  a,  >>  o,  <■  <[  o,  y  <^  o,  on  aurait  (38-  ) 

"A,>o.  — cA,  >o.         yA;i>o. 

ce  qui  est  incompatible  avec  (  39). 

La  combinaison  (  38'  )  donnerait  de  son  côté 

</A|<o,         —  tA2<o,         yA,  <o. 

ce  (jui  est  encore  incompatible  avec  (Sg). 

2"   E.vantinoiis  nialiilcnanl  le  cas  de  a<^o,  c^o,  y  ^  o  (^*>' )• 
iN'ous  rcmarfpions  tpic  : 

l'oiiiiules 
l'i  employer, 

1    I.   Si      A,^--o,   A;<o,        011  a  yA,>o,         yAo^i)       (16) 

(■'>j,,)       1.   Si     A,<o,  A;,<o,       on  a       —  (,'Ai>o,   —cS^^o       (ai)) 

'    'i.   Si     A.2>o,  A;i>o,       on  a       — (7A|>o,   —  <7A,>o       {^9.) 

i^'ormotis  cneoic  le  Tableau  des  signes  de  A,,  A^,,  A.,  et  inscrivons  dans 
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la  dernière  colonne  la  combinaison  (  'î-^  )  correspondante  : 

Signes  lie 
— ^«^ —  '        I ■■ —  Ciinibinaiâon  (07,,) 

A,.  X..  A^.  coriespondanle. 

,1 +      -K      +  (37n 

3 +      -      +  (.37;,) 

(4o)  I' ^         -         -  ^'^''^ 

i  5 -  +  -+-  (87!) 

je -  4-  —  (87?) 

S _  _  _  (37^) 

11  resle  les  combinaisons  (  'lo-)  cl  (4o'  );  puisque  (39) 

rt  A,  —  cAj  4-  yXs  =  O; 

ces  eoiiihiiKiisoiis  ne  peitçeiit  se  présente] ,'  on  le  verrait  comme  tout  à 
l'heure,  en  ré|iélanl  ce  qui  a  été  dit  à  propos  du  "l'ableau  (38). 

28.  (loNciAisiiiN  l'on;  /, ,  /,,  /// , ,  m.,.  —  Ces  quantités  sont  loitjours 
réelles,  sous  condition  ilc  choisir  celles  des  formules  {iG,  28,  33)  qui 
sont  spécifiées  dans  le  TahleauÇM')),  complété  pour  les  cas  (3(v'',  36') 
par  les  Tableau.i:  (  '\']„s  '^"jt)- 

Il  est  évident  que  sous  condition  de  permuter  convenablement  entre 
elles  les  lettres  x,  y,  z,  on  peut  toujours  s'arranger  de  manière  à  ce 
que  ce  soient  les  formules  (16)  qui  conviennent  :  Nous  supposerons 
(jii^ il  fu  l'sl  ainsi  dans  tout  <■<-  qui  suit . 


Délerniiiiulidii   de 
*JÎ).    Les  (pianlités  (  i()) 


Hi,  'Ll,  'ùl,  'ùl 

0».      Wit      r»).,      'j)o 


y.^  _ 


si>nl  di'lei  niiiii'cs  pai'  les  relations  (  20'-,  20'),  n"  28.  Eciivons  à  non- 
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veau  les  formules  (  20-,  'io'  )  en  les  mettant  sous  la  forme 

}  (al.,+  d)  /,  +■  (  cm.,  +  <■  )  //i,  -H  f//,  +  (.„(;,  —  o. 

Nous  obtiendrons,  en  les  ajoutant  ensemble,  et  en  les  retranchant 
l'une  de  l'autre,  deux  équations  qui  vont  être  fondamcnlalcs  pour  ce 
qui  suit 

('^^^  [«(Ah-  ^3)  +  2rf]/o+  [(•(«(,  +  /«j)  +  2e]/«, 

-(-£/(/,+  4)  -|-e(w,-|-  ma)  =0, 

D'autre  part,  nous  supposons  essentiellement  que  les  équations 
(22',  22-),  dont  /, ,  /j  ^'/  /;/,,  ///,,  sont  respectivement  racines,  ont 
chacune  leurs  deux  racines  distinctes;  car  si  les  racines  de  (  2  1  '  )sont 
égales  l'une  à  l'autre, 

(l-  +■  ri—      ou      (-i^)   A, 

y  ' 

est  nul,  ce  qui  fait  que  le  cylindre  (i- )  se  décompose  en  deux  [ilans.et 
la  quartique  en  deux  coniques,  cas  dépourvu  d'intérêt. 

De  même  si  l'équation  (22=)  a  ses  deux  racines  égales,  c'est  le 
cylindre  (  i  ')  qui  se  décompose  en  deux  plans. 

i"   0/1  ne  pi-ul  avoir 

hy^li  avec  ni^Tzzni,,. 

Dans  celte  hypothèse  en  elTet  (  22'  ), 

1,1—      2^^  ^'• 

a 
et  l'équation  (  f\-i  )  se  réduit  à 


in.^z 


id'- 
a 

ou  (21) 


^3=0; 


ce  serait  alors  le  cylindre  (  i')  qui  se  décomposerait  en  deux  plans  : 

2°  /,  et  /.,  ne  peuvent  être  égaux  à  une  même  racine  de  i équa- 
tion {■ri'),  si  m,  et  m.,  sont  aussi  égaux  à  une  même  racine  de  (  22-  ); 
autrement  dit,  les  racines  de  (  22'  )  étant  distinctes  l'une  de  r autre, 


i38 
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(Knsi  que  li'.s  /■(ici/i/'.'i  de  (22-).  selon  riiypollièse  failc,  (d-  -h  a—  ^  o, 

('■-  —  c"-  ^  oV  o/i  nv  peut  avoir 

/,  =  /j,  nl^  =  /Il  i. 

Nous  allons  voir  que,  -s'il  en  était  ainsi.  A.,  serait  encore  nid . 
L'équation  (  2o'')  peut  en  effet  être  écrite 

:>  I  «/,  Aj-f  c/Htiiii^  (■/(/,+  Z,)  +  e(/;?,-f-  ///^J'.IiOp;, 

-I-  {al-,  ■+-  cinr,  -+-  2  (ft,-^  iem,^)rji\z=z  o; 
si 

/,  =  4,  m.  :=  «(,  I  (t-  -+-  f/  —  =  o,   e-  —  c  —  3:'  o  I . 

V         7  y       / 

on  a 

«/,  /,., -h  C//(|  /«3+  c/(/|  +  /■,)  +  (.'(/«i-l-  //(.,)  =  {<'l\+  ■2</A  )  +  ('""'ï  +  2t'/«,) 

OU(  22',  22-  ) 

«/,  4  4-  cm^  iH3-\-  d{  I,  H    A,  )  +  e(«i|  +  /».j)  ^  o; 

ré(|uation  (  20''  )  devient  alors 

{a/'l  +  cm'i  +  ■>.  ^//j  +  2f/«o)(.)j  =  o; 

«2=:  O  impliquerait  t  =  o  (  21*  )  et  y^  -r  £  ^  o  (16)  ;  donc,  dans  notre 
hypothèse, 

(  44  )  (it'i  -h  c//(  :;  -I-  9.  (II.,  +  a  cni^  =  o. 

A  cette  équation  nous  allons  adjoindre  celles-ci  (22' .  22-,  4  '  '  1  : 

i  al]  -H  •'.   dit  —  -  =  o. 

(45)  ''  .,  ^t' 

(■//Il  -+-  2  (■//!,  H ^=0. 

(  (//,  -f-  (I)  l„  -+-   (C//I,  -h  C  )  III.,  +  f//,  +  C/ll,  J=  O. 

r/.    <'(jnihinuiis  il'ahord  les  éiiuations  (l\[\,  45',    '\^i' )  en  ajoutant 
ensemble  f'i'j'-  ^l''')>  t;e  f|ui  donne 

(t/J  -4-  '.>,ry/,  -I-  f/y/;    1    '.),  (.v/i,  =  o, 

et  en  retranchant  l'équation  {\!\)  de  celle-ci  ;  il  vient 

( 46)  I  a (  /,  -t-  /.  )  -H  ■.),  (I\  (  /,  —  /,,)  +  !  '-■  (  "'  I  +  ///. )  -t-  '^  '•  I  (  "' ,  —  "'2  )  =  <->. 
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h.  t'oiiihiiioii.s  rti.suilr  les  l'qii, liions  (45', /j)-, /i V),  dont  la  der- 
nière n'est  pas  encore  inlervciuic,  en  retranchant  de  (4V')  l'équa- 
tion (46),  combinaison  de  (4'|,  V'»',  4'>'),  ce  qui  donne  (44  ) 

I  (rt/|  +  <5?)/,— r//;]  +  [(c/»i  -H  e)m^—  cm'W  —  dl^  —  ein,—  o. 
OU 

<ii  IJ,—  l\)  +c{mini,~  iii\)  +  d{l,~-  /,  )  -t-e(//),^-  /«,)  —  o. 

OU  encore 

(  '17)  («^1  H-  '/)  (l-i—  II)  +-  (ciiii  H-e)  (//;,—  /»,  )  r=  ,,. 

c.   Nous  pou\'oiis  èri-irc  l'rqiialion  (  '|('>  )  'f''  l<i  maiiiî'.rc  siii\-aiilr  : 

(«/,  +  ,/)(/,_/,)  +  («/,+  c/){/,  —  /,} 

-+-  {r/ii,  -t-  c)  (m,—  iiii  I  -H  ((;■/«,+  e)  (/«., —  /«,  rr  o)  ; 

donc  (  '17  ) 

(  |8 )  (  '7/,  +  '/)(/•.—  /,)  -h  ( c/»,  +  e)(i/i.,~-/?i,)  —  o. 

Retranchons  (4-)  de  (  |S  );  il  vient 

Il  l,,~  /,  '- +  (•(  /;/,  —  /",  )-  =  o. 


d'oii  nous  liions 


T..) 


portons  dans  (  47  ),  rcrite  préahiljleincnt, 


il  Vient 


on  (  '1  o 

on  encore  (21) 


(  a- 1 \  -t-  •)  rt'//|  +  (/^  )  e  -i-    (  c-  //(  f  -f-  •.)!  cent ,   -r  r>-  )  «  rr  o , 


-  -^  d-\c  ^[  —  c~  -t-  «"■=  I  «  =  o. 


Nous  avons  remarqué  (pi'alors  le  cylindre  (1  '  ),  dont  i,  est  le  discri- 
niinanl,  si-  décompose  en  deux  |)laiis. 

!"    //  h,-  ifsh-  donc  {  \">)  (jin-  deux  liypotlir.srs  iiossildcs  :  <ui  hl,-u 


/<-/-/,, 


m,  — -  ///,, 
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OU  1)1  en 

Nous  allons  les  étudier  et  nous  verrons  qur  Vnue  on  Vautre  consient, 
suivant  les  cas. 


ôO.   a.    Cas  fie 

( 'i9)  'i?^/^.       '»i  =  "'3; 

ici  (4)) 

(5o)  1,-i-l^^^—- — ,  '1/3  = —  '  C/H; -i- atv?î,  +  —  r=  I . 

a  a  y  y 

L'équation  (  'i^  )  donne 

rt/o  -i-  et  ^  o, 
d'où 

(5i)  /,  =  --. 

a 

Portons  celle  valeur  de  /.,  dans  Téqualion  (  '1 1  '  );  il  vient 

—  {at,-h  d) h  (c/»,  +  (?)/».  +  (//,  +  c/ii,  rr  o. 

—  fl-  -(-  rt  ( c/« I  +  e)  1)1,  -h  fieni ,  =  o , 

,  .    ,  r/-  —  aem , 

(  aa  )  m,  =  — i- . 

a  {cm,  -h  f) 

/,.    Cas, le 

/,  :^  A,,  /«,  ^  //(.,  ; 

ici  (45) 

(55)  al:^2el, —  —  :=  o,  /«, -t- //; .  r=  —  -^,  )» ,  di  .  =z  ^- ■ 

7       '  <•  ■     <:y 

L'éi|nali()n  (  '\''>  )  donne 

cDio  +  e  =:  o, 
d'où 

(  •'-!  )  /«2  = ; 
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portons  cette  valeur  de  jh.,  dans  réquation  (  'i  i  '  );  nous  aurons 

(rt/i  +  (1)1,  —  {c/)ii  -h  e)  -  -h  f//i  +  eriii  =  o, 


(55) 


•(al,  -+-  cl)l., —  e-  -h  f/c/,  =  o, 
e-  —  cdl, 


c{al,  +  d) 

•I  7;i 


."îl .    Rksii:mi':  concernanl  /,,  /.,,  /,,  ///,,  /z?,,  ///,,  ou  —,  •■•,  —  : 
I"   Ou  bien  /,  et  /.,  sont  les  deux  racines  difféi'enh-s  de  Féquation 
a/' -\-  idL  —  —  ^  o 

y 

et  alors  w,.  />«;)  sont  ét^anx  à  une  même  racine  /?/,  de  l'équation 


c/?<-  -f-  a  em  H zrr  o  ; 

dans  ce  cas 

d  d^—aein, 


a{cf)if  +  e)  ' 


mais  on  peut  prendre  aussi  (/\i') 

d- —  aein. 


a{  cmi-\-  e)' 
■2°  Ou  //iru  ///,  Cl  ///j  sont  les  deux  racines  dij/rrru/cs  de  Téqualion 
cin-+  ':>.eni  +  —   --  o 

y 

et  alors  /,,  /,  soiil  éj^anx  à  une  même  racine  /,  de  l'équaliun 
ai-  +  'idl ^  o  ; 

y 

dans  ce  cas 

(o6^j  /,=  -— -j -L,  ,11.,—  -, 

c(a/^-+-d)  c 

et  Ton  peul  [iriMidrc  aussi  (  '|  i ,  -j) 

e'-  —  cdl-. 


cial-i  +  d) 
.hiurn.  ,li-  Malh.  (-/  scM'ie),  loiiie  III.  •-   Kasc.  II,   1917.  I9 


I'|2 
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(Ja/cii/  de  — )   —  • 

52.  RcAcnons  aux  l'quatioiis  (20,  21).  Multiplions  les  éqnalions 
(  j  I  -,  21  *)pai'  2  et  ajoutons-les  à  (  21'  ),  do  manière  à  éliminer  -■  et  A-'. 
Il  vient 

(57)    2r«/,/.+^(/,  4- 4)  -  - l'.M'.u 

-h  a(l\',>\+  2/, /j ',1,0)3  )  +  2(/[(  /,  -r  /:i)«p''';)+  /^Wj! 
—  —  (  ',)l  4-  2  OJ,  f,l:,  )  +  2      nU  i,  +  (l{  /..-h  l,)  —   ' 


7 


y 


D'aulie  part,  écrivons  (  20M  comme  il  suit  : 


I.c-  (''ipialidus  (58,  S';)  équivalent  au  système 


-f-  rt/o  4-  '•'»;  4~  2/'//i  +   u'iii.,  =  o, 


(.")  0      'M  '"'i''    '    ''''i    >"  ':•' 


„IJ,^^d{l,  ^  L)- 


,llJ,    \-d(l,-V-l:,) 


+  «/.'+  2  <-//,- 


/'Vu//.v  alhjiis  èliiiiJncr  /,,  /.,  /,,  ///,,  //',,  «' ,  '/''  ci-s  ('■(/iKilions,  en 
(li-;tina:nant  les  deux  cas  spéciliés  au  n"  ,"»  I . 


l'iîiMur,   (:\s    {'n",">l).    —    Calculnns  les  coelliciculs    de   vt,  v, 
lij;ui  aiil  dans  les  éipialions  (   h)  ). 


suit    LKS    nUAHTIQLIliS    GAUCHES     IiK     l'HKMlKIlK     KSl'KCi:.  1  /|  3 

Tout  d'abord  (  II"  51,  i") 

(  a )  a/,  A,  +  cm,  /«;,  +  (/(  /,  +  /,  )  -4-  g i  /;/ ,  -|-  ,/,.,  ) 

=  n/|/3-+-  i/{/i  +  /,)  +  [cv//,/«3-i-  e(/«,  ^  ///j  )  I 

=^ h  (  cm;  +  2 fV/i,  ) 

7  « 

ou  (2")) 

(•>0)  «/j/:,+  Clll,/ll3+  '/(/]+  /,)  +  e(//;,  -i-  Wj)  =  — -:. 

"7 
iMisuite 

(  /'  )     "/l  -h  cm  l  H-  ■>.  r//.  -f  i>  e/;( .. 

_.  c{r/-~  ac/n,)-—  at/'{cmi  +  e)-+  ■j.ac[tl- — «çy/;,  )  (cm,   1-  e) 
a' (cm,  -h-  e)''  ' 

le  nmiirralcitr  é\i  second  membre  peut  être  ('■cril  siicces^^ivenieiit 

—  ne {ae-+  cd- )m\  —  •>. ae{ac:--\-  cet- )  m ,  +  <i-  [  ac-  +  cd-  \ , 
—  \ ai  cm'î  -i-  lem,)  ~  d^](ae-  +  c  /- ) . 


a- <•/■)( ne-  -t-  C(f-  j 


7     ' 


le  (Irnominalciir  a  pour  expression 

a- {cm,  -\~  af-  —  a''{c-ml  +  2  cm,  4-  c') 

a' 

~     7     ' 
par  conséquent 

(  'i  '  )  «/.]  -h  (■/«  ^  +  ■'.  «■//.,   I-  .  cm ,  -   ^^ . 

Cl- S, 
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Passons  aux  coenicients  de  réqualion  (  S;)'-  );  ici 

ay 

£■        2  A., 
{62)  «/,/3-i-f/i^/i+ /j  I  —  —  —  ^^• 


(rf)  al,L,+  d{l,+  L)  --  =-/,d-^dU-  M 


—  _  ^''  _  £: 

(63)  fl/, /.,  + f/( /,+  /,)- -  =  —• 

'  /       cy 

(c)  alj,+  dll,+  l;)  --=—/,d-hd(/, ')  — -' 

\    /  -  .1  \  -        j ,  y^  a  I        y 

(6.',)  r//,/,  +  f/(/,+  /3)--^-^^- 

(/■)  al\-\-  idl,—  -  ^ h2rf(— -)  — — 

■'  '  -  '        y  a  \        a  '         y 

__       d'-  _  î' 

^    "^    7' 

£-  A., 

(65)  all+idl« = -^• 

-  -       7        «y 

Il  résulte  de  ces  formules  que  les  équalions  (  "iy  )  s'écrivent 

4  A,  A,  A3  '|A,  2A„  ^        Ao 

-!— :  Vff  H --f-  =  o,  =  ver  -\ (  v  +  u)  H =0; 

ay  «-A,  «y  ay  ay 

coinnie  nous  supposons  que  A^  (discriminant  de  la  conique  i-)  n'est 
pas  nul,  elles  se  réduisent  à 

~VC7H r- =  o.  (2V  +  I)  ('iff  +  I)  —  o, 

y  "Ai 

et  admettent  les  deux  systèmes  de  solutions  réelles 

\  2  '  2  n  Al 

(66')  l 

I  ^,, _  y   A,  „ !_ 

[       ~  2a  A,  2 
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Ces  foniinlcs  correspo/idc/it  au  preninT  eus  du  ii"  5i  . 

Deuxième  cas(  n"51  ).  -  Reprenons  le  calcul  des  coeflicienls  vr,  v,  ..., 
qui  figurent  dans  les  équations  (5())  en  partant  des  données  ('(j-j. 
On  a 

(«)  nl\  i.i  +  c//(|  ///:,  -h  (-/(/,  4-  /j  )  +  Ê'(//;,  +  m-i) 

^^  al\+  idl\  -+-  [c"'i  '/(3  4-  e(//;i  +  '".i)], 
(67)  alilf-h  ci)i,i?i:,-\- c({li-\- l,)  +  e(iiii+ III;,) 

E!  _  i£!\  — -l(c'- —     cM  — —  —  • 
y  c   J-  cy    '■^        ^*     ~         7  ■ 

(il)     «/; -h  c//q -+- 2^/, -(- 3e/«.2 

_  rt  (  e-  —  cf//,  )'-  —  ce-  (  fl/,  +  f/)-  +  2  tY/(  c-  —  cf//,  )  (  a/,  +  (/)  _ 
"  f-(rt/, +  f/)-  ' 

écrivons  le  numérateur 

—  ac{ae^  ^  cd'-)l\  —  9.cd{ae-~h  ce/-)/,  -t-  e-(ae--^cd-) 
ou 

[■ —  c(al'l  +  2«//,  )  +  e-]  (r/e-+  cd-). 
—  ^  +  eA{ae'+cd'); 

on  voit  qu'il  a  pour  expression  (  25), 

y   ' 

quant  au  dénominateur,  il  n'est  autre  que 

c-  (  a/;  +  rf2  )2  =  c-  [  «  (  (7/ J  -t-  2  dl,  )  +  fif-  I 


ainsi, 

(  <JS  )  «7/^4-  (•///  ;  +-  ■>,  dU  +  î  eni ,  = 


A.  A, 
C'A,' 


y  y 

(t>9)  "A  h  +  -^/t  A  -l-  /a)  —  -  =  o. 

y 
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_  rt/|  (f*  —  cv//,)  +  ce//,  («/,  +  d/)  +  £/(e-  —  ccll,  ) 


"~                                      c(«/,  4-rf) 

{al,  +  d)c''-        £^        e^        £^ 

(70) 

»/,/,+  f/(/,+  /,)--  =  :^. 
7       f7 

('•) 

1 

ou  (  70  ) 

(70 

7        (-7 

(./■| 

7 

ou  (  (iS  ) 

7         c-A,        \  f  cj        7 

c-A,        <■        7 
A,  A3         I  , 

f-A,         f7 

_  Ai  A,  _  y_ 

,,  ,,       J"        A,  7  A,,  4-  cA,, 

(  -2  )  ni!.  -+-  ■?. <ll, =  —  '- r ^• 

7         '■        7'--^^ 

l'oilous  dans  les  éiiualions  (  J9  ).  Nous  aurons 

cy  c'\,  c-i  r  7  c  A, 

OU  (A,  7^  o), 

,  7  A,  ,  ,  7A:,  4- cAo 

V  el  T  sonl  donc  les  racines  de  l'équation 

..,       I   7Aj+  cA„  ..         7    A3 
2        cA,  4  c  Ao 

ipi'oti  peut  éci'ii'c 

'i<-Aji-+  2(7A3+  cX.)l  +  7A3  =  o. 


Srit     LKS     nlAUTinUKS     (iMCIllîS     IlK     IMtK  M 1  Kll  !■:     KSl'KCK 

<  )n  011  lire 


1 1: 


V  _..  -  (y  A3  +  c A,)  ± y/ç/ A3  H- c  A,)^  — 4  cy  A,  A:,  __  — (y  A. +  cA,)±(y  A,  -  rA,) 

4f-A2  "■  4rA, 

V  =  -(y4.  +  cA,)+(yA,-cA,)   _  _  _^ 
"'  4cAi  i' 

V  ^  — (yA:.  +  6'A,)-(yA3-cA,)  _  _  j^  A, 
"'"  'ic-A,  ~       >c  A,' 

Nous  avons  ainsi  (I(mi\  iioitvcdn.r  sysLèmes  de  valeurs  pour  v  et  t,  qui 
sont  : 


(66M 


Ces  f(ji-miiles!  rorrcspondcnl  au  ilciixirnin'  cas  du  n"  7*\ . 


•/■=- 

1 
2 

^"  = 

■îr  A, 

v'V=r- 

?.(■  A..' 

^IV 

I 

2 

Di'Iermiiialion    de  ^• 
3."».    [.'('-(juation  (  2  i  M  donne 


ou 


■V 


'-'■/  '" 


^         -H      "/,  4 -+-./(/,-)-  /,)—-!  -^T-„ 


y  I  '■' 


r«/.,/:, 


+  r/(7,+  /,,r 


Pour  n',  t",  nous  avons  ((i'i  ) 


ainsi(  (i<)'  ). 


-y         «y 


_i_  t'^  _        a,    ,  I     t"  _       A,    „ 

2y  '.^l    '"       .^y  '  •  ■>.y  '.^l  -       TT^'^  ' 

il  en  résulte,  en  reniphu  ani  7'  et  ^  iiar  leurs  valeurs  ((i()'  ), 


et 

C'i) 


_\_  -^  _       A^  j^  A,  _  _    A, A;, 

•'•■/  '"s  ^     «y  ^'''  -^1 


>a^A, 


7  '•';       -J^y 


-y-:r> 


A.  A, 


"■'A, 


l'alrids  ilr  -  ,  y///   i()iicsp(iiitlfiil ,  romijir  7',  7  .  (///  pii'iiiim-  cas  du 


I  I 
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54.  Nous  avons  ensuite,  pour  c?'",  t'*  (71  ), 

A, 


et(7'0 

a/o/,+ 

./(/, 

,+  4)- 

■/ 

-  cy 

^^" 

I     T"^  _        A,     „. 
2y   ;A   ~       cy" 

(77)    77^^  = 

-^(- 

2C  A.,, 

)  = 

A,A, 
2C-A2' 

2 y   '.K,              cy\ 

-;)  = 

A, 
•icy 

(-«)   s= 

y,A>A3 

(7A,)A3 

«lis.  Réali/c  de  —•  —  On  peul  écrire  (7(5,  2(j) 

— ^  e*/  f/onc  positif  -si  A.j  et  A,  -fo///  ^/c  même  signe,  doue  si  yA^  ''.y/ 
positif,  puisque  (aO)  yA,  ''s/  positif; 

'-—  est  positif  si  a  et  A.,  sont  de  même  si  "ne,  ou  liirn  si  a  y  et  y  A., 

soni de  même  signe,  nu  encore,  puisque  (2G  )  yA^  est  positif,  si  r/y 
est  négatif; 

'—:  est  positif  si  A.,  et  A,  -vo/;/  (/r  même  si  si  ne,  ou  si  y  A.,  r/  y  A.,  sont 
de  même  si^iie,  donc  si  yA  ,  <^  o; 

^IV2  ....  V  A, 

•^  ('.s7  positif  SI  - —  est  i)ositif,  ou  si  ey  est  iiositi  f  (  •dit). 

MT,  /  .  (-.^  /  ■  il.. 

Il  est  esse/itiel  de  nolrr  ici  que  les  viileiirs  /i('g(iti\'es  de-^  doi\'ent 

être  aci-eptèes,  et  qui-  cela  ne  eonti'cdil  pas  la  roiidition  de  iêalit(' 
imposée  à  tous  les  êh-meuls. 
Soit  en  eflel 

(79)  Z^'''  (i-\J-\,-iri;fi\). 

(  )ii  sait  que 

(So)      sn(..,  /,)  =  /î^!,      on(,.-/.)--TV,>      .In  (  r/, /,)  =: '-^^  ; 
'  cn(i'. /■)  cii(r,  A)  ci^r./,') 

il  f/i  résulte  ([lie,  si  —  a  la  forme  (  7;)),  le  eliangement  de  11  en  iv 
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dans  les  fornudrs  (iG)  doTuw  des  formules  loitt  à  fait  analogues, 
mais  d'où  les  imaginaires  sont  exclues.  Nous  aurons  à  faire  usage 
tout  à  l'heure  de  celte  remarque. 

Ajoutons  que  le  signe  ±  dont  —  est  toujours  affecté  ne  donne  pas 

deux  formes  à  y-  -I-  s  (  i'>  ),  mais  une  seule;  en  effet, 

sn( — u)  ■= — siK/,  cn( — «)  =  cn«,  dn  f— m)  =  du  h  ; 

donc  le  changement  de  u  en  —  u  dans  les  formules  (16)  ramène 
l'une  à  l'autre  les  deux  formules  (lO)  correspondant  respectivement 

à  +  — ,  —  — • 

Dclerniiitation  de  /.'-. 

«Kï.   Nous  avons  maintenant  (21-.   h)') 

—  ^ /.'-=—  I  m,  t,  +  d( /, -h  /, )  -  -1  -:^, 
2  y '"■2  L  '       yJ'^'2 


(81)  -l,-^  =  —\al,l..  +  d{t,  +  t.,)—- 

2  y  ',K,  I  y 

i"  PourV  et  v"  ((i^  ) 

L  y  \         "y 

donc  ('](),  ()(),  '7")) 

2 y  Mj  «y  ''y  \       2/        2c/y 

A. A3      ,  ,^    A,    _ 
2«-A|  2ay  ' 

(82)  (/...)'  =  _  ii|l. 

Ensuite 

ou  (7:')) 


27  '.i.j  ay  r(y  \-xa  A, 


2 «y  rr/  \7fi  A, 


y  A3 
"  A, 

Journ.  de  Matli.  {-;•  si;nej,  tome  111.   —   hase.  11,   11)17. 


(8:-i)  (A^)"  =  -l±^ 

(I  A 


i5. 


11.     1)K     MONTESSUS     DE     «ALLOUE 


2°  Pas-sotis  à  (  Ir  )"' ,  (  A-)'\  Ici,  où  ce  sonl  v   et  v'^  qui  inlcrviennent, 
on  a (70) 

—  I  (//,  /,+  r/(  /,  +  /,)  —  -  I  =  —       ' 

donc  (iS  [ 


et  (  7-S  ) 


7-^:, 

l'^n  dernier  lieu, 


z!l: (  /,î jn __  ^ „. __  Ai  /  _  1 7  -^\  ^„  7.v^ 


ay   f.i;  ry  cy  \       :!  c  û.,  /         af-yAj 

ou ( 77  ) 

A,       ....        vA,A. 


donc 

(85)  (/.-^yv^Z^'. 


.~7.   Réalilé  de  A.  —  Il  n'en  esl  plus  ici  comme  pour  -  ;  A'  doil  ôlre 
réel  cl  (le  plus  comj)ris  entre  —  1  et  -)-  i  : 


i"  (A")'   =  —  ^— ^  est  positif  si  ^  '- — i-r^  >-o  ou  (26  )  si  r/A,  -^o; 
yAj        '  y  A:,  ^  ..  ^    . 

2"  (A-^)"  =-  ^  =  Il^,où(2(i)yA,>o,est  positifs!  «A,  <o; 

:^"  (A-^r  =  ^  =  î^^,  où  (  26)  yi.,<o,  est  positif  si  rA^,<o; 

y  il:,  y- A3 

V  (A- v  =  i^  est  positif  si  ci,  <  o. 

Construisons  le  Tableau  des  signes  de  ■^■)•^7.  ^i-^  cl  des  valeurs 
positives  de  (A-  )',  (  A"  )' ,  (k' )'",  (  A"  )'\  en  fonction  des  signes  de  y,  </, 
'^■,  A3  : 
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a.  c.  X,.         ^'       W       ^'      '^'     (/.-■■■)•.    (/,  =  )".     (A-)'".   (/,-)'v. 

I +         —         —         -I--1-H-         —         —         +         -H-i-4- 

2 -t-       —       -+-       —      —       -+-       -+-       +  -+-       + 

;5 -+-      -\-      —      —      —      —      +      —      +      + 

Y +       —       -+-       +       +       -t-       —       +       H-       -+- 

5 +         -H         —         -+-         -l-         —         —         —  -^         H- 

f) .        -h  -h  -+-  —         —         —  -f-  -f-  -1-         +  -H  -t- 

7 —         —         —         H-         —        ^         -I-         -+-         -H         -t-         -H-         -I- 

8 __      +       __i-___  +       + 

9 —  +  —  —  +  +         —         H-4--1- 

10 —  —  -f-  -+-  —  —         -h         —         -h         + 

11 —  +  —  -t-  —  -H-l--i-                                 -h        + 

12 —  +  +  —  -H  +         —        —        4-         +         -+-         -+- 

Nous  allons  voir  quen  fait  les  deux  ou  même  quatre  rnleuis 
de  /{'  correspondant  aux  divers  ras  se  réduisent  toujours  à  une 
seule. 

Nous  remarquons  en  premier  lieu  que  (82  à  8")  ) 

(8G)  (7,-)'x  (/.■-)"=!,         (7,^)"'x  (A--^V^=:i. 

Une  seule  des  deux  valeurs  (/•')  ou  (li')"  est  donc  arceptalile,  et  une 
seule  des  deux  valeurs  (k'-)'"  ou  (A-)'^  est  donc  aereplahle,  ce  qui  fait 
que  tr  iPa  qu^  une  seule  valeur  acceptable  dans  les  cas  2,  3,  4,  5,  8,  9, 
10,  I  I  cl  ne  peut  en  avoir  plus  de  deux  dans  les  ras  I ,  <>.  7,  I  2. 

Nous  allons  nionlrer  que  si  (t,-)'  <'t  (k'')'",  qui  sont  li('s  par  la  i-i'lo- 
//0/M82,  H'i,  38  ) 

(87)  (/.')'  +  (/.-y"=-^  +  ^=,, 

sont  P un  et  l'autre  acceptaliles(  ils  le  sonl  on  ne  le  sonl  pas,  en  nirnie 
temps),  ce  qui  peut  se  présenter  d<tns  lescas  \ ,  6,  7,  12,  //  '•//  i-i'sulle 
deux  expressions  (iG)  de  ./■,  yr,  yz  -r  i  identiques  l' une  à  l 'autre. 
Kn  consé(pience  de  la  relation  (^■^  ),  nous  ('crirous  : 

(S8)      /,-'  pour  (/,•■•')'      cl      /.'-pour  (/,■-)'"      on  hieii      /.  cl  /,'(//==:  i  •- A- U 

Nous  ferons  le  calcul  pour  l'un  des  deux  cas(),  7.  Le  calcul  pour  les 
cas  I,  12  serait  tout  à  l'ail  semhIaMe. 
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i"  iNous  avons 

—  sn  II  en  II  dn  ii 

h) -2 

'  ^        'jij  sn' M  +  coo  sn-M  +  o)-.        ùj, 


sn  u  en  «  dn  ti                      „..  ,  , 
(mod/,) 


•  sn'«  +  sn-  (/  + 

'il  2 

—  sn  u  en  ;<  dn  ;/ 


(mod  />■). 


■/  sn*M  +  sn^ii  -+-  rj' 
puisque  v'  et  a'  correspondent  à  — • 

llemplaçons  v',  i'  par  leurs  valeurs  {66}  et  — par  sa  valeur  (7G); 


nous  aurons 


/  AoA,  sn»cii«dn;/ 

yc  +  c  =  i/— 7-V  V-  mod/,); 

sn  '  w  -h  sn-  //  H — ! ,— 

2  3rt  a, 


posons  manitenant 
il  viendra 


/         A,  A,               sn  17'cn  17'dn  (■/ 
:i/— 7-^ r  (mod/) 

' c  fi  ■♦  (  '  /    _1_  en-  (  '/      I  '    _    


•  sn*i'(  +  sn- (7  H — '—  -r^ 
2  2r/  Al 

ou  ((So) 


/         A.,  Ao  sn  r  cni'  dn  r 

.^.  +  ,=.^  +  .^_^  __ ^ ^ ^^  ^,,od/.-  ) 

' en'  (j  tn  -  I  '  /^»i  -  (t      '      i ^  Il  '  (• 

(mod  /,'  1  ; 


-  sn'  ('  —  sn-  r  en-  r  -t- 

2  2rt  A, 


/         A2A3  sni'eni'diM' 

or (38) 


y  A. 

"A,/  \         a  A,  /  2  a  A, 


y   A3  _  rfAi  +  yAa  _  cA„_ 
«  A,  flA,  f^' A,  ' 


/    A.  A,  sn  r  en  r  dur  ,  . , 

'  V    '  rt-A,    I    cAo      ,  fA,     ,  y    A;i 


'■  sn  'r j^  sn-  v  -h  —  -r^ 

«A,  «A,  2i7  A, 


u  en  uiultipliaril  les  deux  termes  de  la  tVaclion  par 


«A, 


/ii„\         ./ -  u- c /    A,A;,  siirenrdni'  ,         ,  ,  ,^ 

(bç,)         /- -4-£  — —  *   /y^_^  (mod/.' 

i  2C  A.. 
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D'autre  part,   si   nous  partons  de  (/.-)'",   au   lieu  de  (A-)',   c'est- 
à-dire  (  88)  de  A',  nous  avons 

,„  ,  —  su  a  Cl)  M  (lu  II 
T    su  u  en  a  du  it  i,)« 

'''^'  --  o.,sn'„  +  u.,sn^,,  +  M,  =  Z;r^ ^  [  ■"»''  (  /'  )'"  °^'  ^'  '  I- 

—  sn'  u  H-  sn-  m  h - 

-'"  ''>2  2 

— -  sn  u  en  ?/  fin  u 


V    sn'  M  +  sn'-«  -I-  ! 

ou  (78,  7,3) 


/    A,  Al  sn  II  en  «  dn  u 

" sn*  (/  4-  sn-  « i-  —i 

2  2  c   A2 

Si   nous  changeons   u  en    — //,   nous    retrouvons    l'expression   (  8()  ) 
de  yz  -h  i. 

2°  Nous  avons  aussi  (i(i),  dans  les  mêmes  hypollièses  que  pour 

T-+^,  TT  -  7: 

,.^         7:.sn^»-H::,sn^,.  +  n:.         _  cij;^"'"  +  g^"'"  +  5 

'.),  sn'(/ -t- 01-,  sii-M  +  0),                  oj|       ,                          (,, 
—  sn'«  -(^   sn-«  -{ - 

TTi  Wi      ,  Tr„      „  7r-,  ',),, 

sn*H  H su- H  H ^   — 

__  ^''1   '-■'■2 '^ (<):i   r,)-î  _  /|  v'  sn'//  4-  /.,  sn-//  -+-  /.,<;' 

-■i  sn'  //  +  sn^-  //  +  ^  ~        v'sMW/  +  sn^,/  +  7' 

f<l2  'Jjj 

I  ,       ,  V    A-, 

Il  sn*//  4-  /j  sn-//  +  /, -t i 

_        2    '  'y/i  A, 

(mod  /,). 


-  sn  '  //  +  sn  -  //  H '- - 

2  2//  A, 


Posons,  comme  tout  à  l'iietue,  //  =  r/;  il  viendra  (  80 

/,.sn '(•/■+  /j  sn-i7'4-  l-^-L  — 

,.  __J 2/7  A, 

•*  — (niod  /,), 


su'  ('/  -H      sn-i7'H-      -i~ 

2  a  A| 


y  A3 

_  1  /,  sn'  !■  -  4  sn-^ .'(  I  —  sn^  (■  )  +  /,  -J^  ^ ( ,  _  2  sn^  c  +  sn'  c) 

i  ^  ^  '  7    A, 

—  -      sriT—      sn-cli  — sn-r)  -h      -L_  _£  (,  _  2  su^' -(- sn' c  ) 

2//  A,  ' 


(  inoil  /,  ' 


•>-a  A,        2;  V«  A,  ^  V^"      ^  ■>«  A, 
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OU,  en  remplaçant  (  )«  )  i  -t-  -  -r-  par  — r^> 


1  .  .,  7  A;. 
sn  w/  -h  su-  r  —  -^ — 7- 

2  ■.ici. 


(mod  /.  ■  1 


/,,  /..  /-,  0/tt  1rs  vdlrurs  iiKlifjurcs  an  n"  I  I,  i",  comme  correspondant 
à  v'.  a':  en  particulier 


l,  =  -t 


d'où 


,1  ,       d      ,    ■/    A:,  x«A,      .         I      (l      ,  V  ^i\<^'^i       I    y-^a 
Va   'a       ■'2rtA,/cA.,  \      «  ^A,/cA.,  9.cA., 


(90)    ^■  =  ^-: \    ' ^ -j^ (MK..1/,'). 

2  2CA2 

D'iiiilir  pari,  en  parlant  de  ('/.''  )",  nous  avons  (  iC)  ) 

mod  (/.)'"  ou  /.'  I 


—  %»'  Il  -\-  sn-  u  -\ 


)u,  puiscprici  il  faut  prendre,  eu  correspondance  avec  (  /,-  )'"  (  7)  ), 

y    A, 


>c   A-, 


/,  sir // -H /■. '■11-// — /,  —  -r- 

2  c   A  ,  ,  ... 


,  y    A, 
^n'  Il  +  sn-  Il  —  -*-    -T- 


Lrs  qaaiililrs  /,,  /.,.  /,,  oui  Irs  ra/curs  i/ii//i/arr.s  an  n"  I  I,  2",  ce  qui 
permet  dV'criic,  eu  prenant  l'une  de  celles-ci, 


(90 


,       ,  e-  —  cdt;^       .,  .     y    A.1 

/jSlVM  H — -; -j-  sn-//  —   l,   ->-  -r- 

'•'"^•^  +  ^' '"^i^  i  n,o,l  /,  '  ) 

I     .  .y    Aa 

-    -  su'  //  -f-  sn-// ■—    — 


Il  lanl  moiilrcr  l'idenlilé  des  formules  (  ()o.  ()i  ). 
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a.    ('ocj/iciciils  de  &n'' u.  —  Vérifions  que  ("iG' ) 

•i  \  ■!  a  la  A,/  c  Ao 

Le  second  membre  se  rapportant  à  1  i,  i",  on  a 

2  fi  2rt  A,         2  \        ■'         a    )        „         '  2a  A, 

■x\         a  A,  y   •' 


2  r,A,    •'• 


OU  <  '".S  ) 

Il  faut  donc  montrer  que 

__[/_-         I    c  A.,       r?A, 

2    '^        2   «A|    "  cA,  ' 

et  cela  est  évident. 

/'.   ('Oi'lJiricids  de  ■ànUi.  —  Vérifions  que 

g-  —  cdl^  d  a^       y  As  r/A, 

c{al:^+d)  ^       <7   cA,  ~^  ^  A^  Tï.,   " 

'-■Aj       cA-,     ' 
(III 

(  e=  —  c^4  )  4  r^  ( /, -^  A;,  —  c/A,  )  (  f</, -f- <:0i 
(  /,  y  A3  -  ^/A,  )  (  «4  +  flf)  _  (  e2  _  t,^//,  )  A,  =  o, 

'/7A;,/;  +  ./(_aA,  +  yA3+cA2)/,-(e-A,+  rf^A,)-o; 
on  a  (   IM  ) 

—  ''A,  +  yA3+cA2r=2yA, 

et  (  2->  ) 

e-A.i4-r/2A,  =  e'^(-  ^/j'^-  y,/2)  +  «''^(y,,'' —  r£«) 
=  £-^A,. 

ft  il  laut,  CM  consé(|uence,  montrer  fjue 

a  y  A3  r;  -H  2  (/y  A3  /,  —  £U,  =r  o, 


a/J  1    ■^dl^  —  —  .--  o; 
7 


or  il  en  est  bien  ainsi  (  I  I 
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Ainsi,  la  foriiiiili'  (  <)  i  )  est  idenli<iii<-  it  /a  fornndc  (  ()o  ). 

58.   Nous  venons  d'examiner  la  combinaison  |(  /.-  )  ,  (  A-  )'"]  du  Ta- 
bleau du  n"  57. 

Examinons  les  autres  combinaisons  possibles. 

i"  Nous  avons  vu  (  H()  )  que  les  conihinaisons 

sont    iiiacccptahh'è,    c'est-à-dire    qu'on  ne  peut  prendre   ensemble 
(A-)',  (A-y,  non  plus  que  (A-)'",  (A=)"'. 

1"  Conihinaiso/i  [{k'-y ,  (Ir  )'^].  —  On  a  (87) 
donc  (  <SG  ) 


i-(A'-^)',  (/.  =  )-  = 


si  (A-  )'  convient,  c'est-à-dire  si  (k-)'<C.  i ,  on  a 

la  comhiuaison 

esl  donc  inacceptable  :  on  ne  peut  prendre  ensemble  (A")',  (k'^y . 
■^"  Combinaison.  \(k''  )",  (  A"  )'"].  —  Nous  avons  (87) 

ouf.Sd) 

ïif =•'"'">-•■ 

si  (A'-  )'"  convient,  c'est-à-dire  si 

0<(/,-M"'<I  OM  o<I-(/,2)"'<l, 

(k'-)"  est  plus  giiind   (pie    1    et  ne    convient    pas.   Im  combinaison 
1  (A*  )",  (^A- V"]  est  donc  encore  inacceptable. 

4°  Combinaison  \{k- )\,  {^Ir  j''\.  —  Nous  avons  (  87) 
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d'où  (8()  ) 

Si  (/i-)"  convient,  (A'v)" — i  est  négatif,  donc  (^/c-)'^  ne  convient  pas. 
La  combinaison  [{  /.-)",  (  A-)'^],  elle  aussi,  est  inacceptable. 

59.  Ex  RÉSUME,  les  valeurs  (k-)',  {li'~)",  (,/i")',  {Ir)^^  du  Tableau 
du  n"  28  ne  peuvent  conduire  quà  une  seule  forme 

7î,  sn' Il  -\-  T.-,  Sll-(/  +  77:,  /i  in'' u  -+-  ■/.,  in- 1/  -+-  •/, 


6j.  sn'  Il  -+-  w.>  in- a  -+-  oj,  '  oj,  su 

(iG)  '  -  ' 

7  sn  II  en  II  an  // 


'  ^        oi]  su'  «  -H  oi,  sn-  (^  +  'j>., 

des  coordonnées  x,  y,  z,  niais  ce  qui  a  été  dit  au  //"  Il  montre  que 

soit  /, ,  /.,,  soit  m^,  m^  ll^=—,  l.,  =  —,  ni^  =  — ,  »/.,  =  —  |  peuvent 

avoir  deux  systèmes  de  valeurs  distinctes. 

Il  existe  donc  toujours  deux  séries  de  for/nules  (i6),  ii réduc- 
tibles l'une  à  Vautre.,  et  deux  seulement;  tous  leurs  éléments  sont 
réels  et  s\^xpriment  très  simplement  en  fonction  des  éléments  i/ui 
définissent  la  quartii/ue. 

\i).  Supposons  uiainLenant  que-'/  soit  nul  (i  ).  Les  équations  des 
trois  cylindres  (  (',  ),  (  C.j),  (^C.,  )  se  réduisent  à 

i   <■  \-  —  y  z-  -\-  ie y  —  lîz  =  o, 

(99.)  s  -/z--^  y.dx  ■+1ZZ  =0. 

f  cy--^  ■>.ct.v  ■+- ■2ey  =10. 

L'équation  (  (fi''  )  nous  donne 
(93)  ,r  =  -rj--2ey, 

et  nous  tiions  de  (  ()2'  ) 

^_  i-±s/t--^y{cY--\r'Aey)  ^ 

soit 

Y-'=£--+-y(fj--H  aej); 

Journ.  de  .Matk.  (-}'  série),  tome  III.  —  Kasc.  II,  1917.  -^  ' 
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on  sait  que  ^  el  )'  peuvent  être  mis  sous  la  forme 

_  p  <-+  7  /  -t-.<  ■  -  _  /''  r-  +  '/'  l  -h  s' 

■    ~  p   l'-i-  1/   t  -h  s"  p"  t-  +  g"  t  -h  s" 

Il  en  résulte  (()i,  94)  que  la  quartique  est  unicuisale. 


Chapitue  \  .    —  Quartiques  .-ï   et  o\. 

41.  11  n'y  a  que  peu  de  chose  à  dire  des  quartiques  cp'j. 

Rappelons  ceci,  qui  résume  la  question  de  leur  représentation  para- 
métrique. 

Les  équations  des  quartiques  o'[,  qui  correspondent  au  cas  où  le 
discriminant  do  l'équation  en  "X  du  faisceau  ponctuel  de  (puidriques 
a  trois  racines  éi^ales,  peuvent  être  mises  sous  la  forme,  les  coor- 
données étant  tétraédriques  et  le  tétraèdre  de  référence  étant 
réel  (  '  ), 

(       (/ y''  -h  2.vt    +  l> z-  -t-  2 cy  /  =  o, 
I   l{u  y-  +  ■>.  .r  t }  -\-  h  z- -i-  2  cy  i  =  o. 

La  quarli(juc  est  donc  l'intersection  des  deux  cônes 

(i)  a  y- -r  -.iTt  :^z  o.  li  z- -\- 'iv  y  l  =^  o. 

Klimlnons  /  entre  les  écjuations  (  1  )•  H  vient 

lie y'^ —  (/.rz'-  ^  o. 

y  =  P-z, 


Si  l'on  {)ose 
on  a 


r=-,x'.. 


y    _ 


9.rr-cij.''         -.'.//riJ.-         ■îbcy. 

lii'iipiot/ticiiK'nl^  lin  .synlèini^  de  la  fornii 

X     __    y    -    

a'  [>}       6' p.-       c'fx 


(')    l',ii>vi.N,  lof.  cit.    —    Vriir  aussi    l-i.    ini    MoM'liSsis  iik   Iîai.i.iiiii',    I nlniduc- 
lion,  etc.,  loc.  cil. 
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rrprrsriilr   une  quaili</ue   <h-    l'espèce    9:.    I<:ri    ellel,    ces   felalions 
{icuvenl  être  écrites 


.r  —  II'  >j}.  y  rrr  l>'  fJ.- 1 . 

c'Iiminons  a  entre  les  /'(juations 

.1- ^r  n' ij.' /  (H  y 

d'une  paît,  et  entre 


(''-iJ.''i-. 


y^^/i'ij.^/  et  3-=:  c'-|U.-/-, 

(l'aiilre  part  ;  cela  donne 

«'.''"  —  />-.-t-'l  ^  (),  b'  :-~  c'-y  l  —  I), 

(jni  sont  les  équations  Iclraédriques  de  la  qnartiqne  (-d). 

r. 'équation  du  faisceau  ponctuel  de  qiiadriques  défini  par  ces  deux 

cônes, 

II' y- -h  AO'z-  —  b'-.rl.  —  /.c'-  )•/  —  o, 


a  pour  discriniinanl 


}.  !>• 


h" 
Kc'- 

o 


h'' 


Ic"- 


■//■=. 


et  li'ois  racines  sont  infinies,  donc  é^alc*. 

'î'i.  Passons  aux  i/iinrlii/iies  cp',.  —  Il  est  bien  connu  (pie  ces 
courbes,  qui  correspondent,  au  cas  où  le  discriminant  de  l'équation 
en  \  a  deux  racines  égales,  elles  aussi,  sont  unicursales.  Mais  nous 
(liions  montrer,  en  précisant  leurs  représentations  paramétriques, 
(ju  elles  se  divisent  endeux  sons-groupes,  irrèduilihles  F  un  à  l"  nuire] 
ce  (pii  n'a  pas  encore  été  remarqué. 

Les(|uailiques  9',,  sont  ic()résentées.  en  coordonnées  Létraédriqiies, 
|iai'  (leu\  éipiiitions  de  la  foriiic  (  '  ) 


'■!) 


^t'-\'/xt, 


—  gr-h  lixl: 


(')    Cf.  lil   nuU'  (lii   n"  41. 
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posons 

(4')  t  =  ^z- 

rAquation  (  2-  )  devient 

d'où 

(r.)  ■■'■        '-""' 


h  y. 

réqualion  (3')  peut  être  écrite,  en  remplaçant  ./■  et  /  par  leurs  va- 
leurs ( '1  ), 

on  a  ainsi 

.f        y  ;    t 

lièriproqdcrncnl,  un  systè/))e  d\''qiial(ons  i/c  la  forme 

■''         _  .>•  _     s  ^ 

où  y.  <:sl  un  paranièlrc  variahh\  rrpiésenle  une  qudrlKitic  ç.,. 
Ki^aloiis  en  elTet  ces  rapports  à  une  quanlilê  [j.\  on  aura 

I   .r  =:  a  (  (7  4-  /)  3!-  ) ,  y-  .r=  ur  y.-  \  ex'  +  1/  ). 

(6)  ■  . 

(    zz^lJ.ex,  /^=ij.Jy.-, 

ce  ([iTon  peut  éci'ire 

l  J'.r  —  iJ./a  4-  lJ-/f>c-,         /-y-  =  ^'-./'îî-  (  'J-fcx-  -\-  [-i-jd), 

ou  (  ()■') 

( ;  )  f.c  —  [j.fa  +  lu,         fz. -'  --  e' iJ.1.         f-y^  =-- 1 1  et  +  fJ../V/)  ; 

le  paramètre  a  est  aiusi  élimiué. 

Pour  éliminer  u.,  il  suffit  de  niuili|)li('i'  la  prciniére  éqnallou  i-) 
pai'  '•■-/,  la  deuxième  par  c- ,  et  de  reuiplacer  c- [j.l  par  /';'';  ou  a  u\\\Â 

v- J'a-L^:^lJ.fac- 1.  -\-    liK-l-    7^(iJ'-z-\    hc'-l-, 
e-f-y'  —    ce- 1-    -\-  \t.Jdc'- 1  --=.  ,■<:'■  t-  +  -■(/'-  ;"-  ; 
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les  équations  de  la  quartique  sont  donc 

(S)  apz-+ heH-  —  e\/\ct  —  o.         —  e'f- y- ^  dp  z^  +  c-T- -=  o. 

Formons  l'équation  en  A 

—  ).  e-f-^y-  +{n  +>n.)f-z'  +  (h  +  c  1.  )e^l''-—  e'-f.r  t  =  o; 
son  discriminant 


(9) 


)  o  o  —  e-/ 

>         — Ae-/'-  o  o 

'  o  (,/+dl)p  o 


=  e\pA{/,  +,D.) 


a  deux  racines  A  infinies,  donc  deux  racines  égales.  La  ijuarlique  est 
donc  bien  de  l'espèce  c&,, . 

!.i:s  équalions  (■)-)  se  prêlrut  paiiiculirn'iiK-iii  hii-n  à  ht  (Jcscrip- 
lioti  des  qiiarliquea  o, . 

iô.    Revenons  au  système  (-)-).   Nous  allons  le  rendre  rationnel, 
l'osons  à  cet  efTct 

('O)  «■-=  es:- +  c/, 

et  soient  a„,  //„  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courhc  plane  (  lo  ),  de 
telle  sorte  que 

«J  =  caj  -t-  c/; 
on  a 

(")  "-—'/;;  —  '•(  a-  — al;). 

introduisons  un  nouveau  pai'aniètre  [i,  défini  par 
('2)  "-"o=!3(5;-5!„), 

ce  (pii  permet  d'écrire  (in 


dV)!*!   (   I  ■>.     I    i  ) 


(il  +  ''0)13(5!  —  (Zo)  =  c(a-— s:;), 
Î3(«  -\-  iio)  -  c(y.  -+-  y„  ), 


Il  —,6a  —  «„  -  p3!o,        ^i,  —  fa  r=—  |3//„  + 


l6l>  H.    IIK     MONTKSSUS    IlE     MALTOliK 

on  en  lire 


y-a  ■>  —  t'Uti  y-x<  ^' —    '■l'ai-' 

'- !  a  =  — ■ —, — ■ — 

-  f  (i-  —  f 


et  les  formules  (  ")-)  deviennent.  3  étant  nn  paramètre  varial)le. 


'  (  ,^'  —  '•  )'"  -f- 1>  (  y-n  ?  '  •  -  ■'.  "„  i  +  c a„  )- 


(  a„  i-  —  2  «„ p  -h  c  :z„  t  (  —  «Il  p-  H-  2  (■  j!„  i  —  cil,,  I 


/ (  y.n  j-  —  •->  //(, p  H-  e s:,,  l-        J\  s:,, 3'-  —  2  «„ [5  +  <,•  a„  )' 

4i.  Rrpi'cseiilalioii  paramétrique  des  quai  tiques  o'.  a//  moyen 
des  fonctions  circulaires.  —  Les  équations  (3)  sont  une  réduction, 
immédiate  d'ailleurs,  des  équations  suivantes  obtenues  jiar  Pain- 
vin  (  '  )  : 

(i4)         6/-+ c;--(- rf<-+ 3^^  =  o,         biy--\-  CiZ-  +  (lil-^  ixt^=o. 
qui  donnent,  par  élimination  de  2.(7, 

(/>  —  /*,  )J  -  +(  6-  —  P,  );-+('/  —  f/,  )/-  rrr  o. 


ou 

(  \W 

h-b, 

( 

■  —  r 

1    -» 

V\ 

w.ww.w 

CAS  : 

,1,  ^  ,i 
1,  —  h, 

/,  —  1 

7  ^ 

'■  —  '-1 

f/,  —  (/  "     '        f/,  —  (/ 

Nous  pouvons  poser 


r=l/-J -/,i,i-^.  ~-^V/  /roso. 


l't  la  pi'einièi-e  é(piatii)n  i  i 'i  )  devient 


/'  -j ;-  <  SI  11  -  O  -h  f <  COS-  O  -h  (//  -r 

/v  —  h,  r  —  C, 


('  )  I'ai>vin.  tnc.  cil. 
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ce  (jui  conduit  au  système  d'équations 


\  i>  -, ;— sin-a  +  f  — ! cos^o  -\-  d 


b  -  Z/, 


Id^  —  d   .  /di  —  a 

([ui  se  trouve  être  de  la  forme 

(i6) 


},  sin-  o  -(- 


2  +  /-<■        V  sin  ç)         p  cos  c 


On  voit  sans  peine,  et  cela  est  iniporlaiU,  (\\\e  tout  syslcMnc  de  la 
forme  (  i())  représente  une  quarlique  de  l'espèce  -p..  En  effet,  nous  en 
tirons 


(r) 


:^  (  À  s  i  n  ^  Ci  4-  )j.  )  /  ; 


éliminons  -j>  entre  les  équations  (17',  17' )  et  (1;-,  17');  il  vient 

équation  (  ij  de  la  forme  (1). 

DicuxnoME  CAS.  -  Revenons  à  ré(|uation  (ij)  et  supposons  (pie  les 
coeflicients  do  )--,  :-  soient  de  signes  contraires  :  la  réalité  de  la 
courhe  enipêclic  qu'ils  soient  tous  deux  négatifs.  Soit,  par  exemple, 


b~b, 


<o. 


f/,  —  d  '  di—d 

Ecrivons  l'écpiation  (1  "i;,  en  mettant  les  signes  en  évidence, 
b  —  b,      .       r,  — c 


d,  —  d 


d,  —  d 


l-  =  o 


c,  —  c,  b—bt     , 

-t-  '  =  -. 7  }-, 


ou  encore 


d,-d    '         ■       ■  dy—d 

f-,  —  c   d,  —  d   „       d,  —  d 


d,^-d  b  —  ù,  "  ^  b-~b,  '   —■'   ' 
ou  encore,  en  reiiianpiant  (pie   le   coeflicient  de  y-  est  et  va  rester 
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positif, 


nous  pouvons  poser 


\i7^Jr, 


Id,  —  cl 


-.y  coscp, 
y     i>  —  t',                                    V     "  —  "1 
OU  

Ib  —  b,    .  Ib  —  b, 

(,8)  ,  =  ,y__s,n?.  .^^y-^—^coscp, 

etréqualion  (i  V)  devient 


b  —  b..,  ,     b—  b,         ,  Ib  —  b, 

On  conclut  de  (i8,  iç)) 


I      Id,  —  d  i    b  -  b,   .  „ 


i-a  -)-  (/ ;  cos-o  +  o 

dt—  d 


(20) 


^   y   ^  ^ 

cos'J  Ib—  b^    .  Ib  -  6, 

\/ sinocoso         1  / -; ; 
/    c,  —  f          '           '          y   rf,  —  rf 

Rcciproqiu'inenl,  tout  système  d'équations  de  la  forme 


>,  cos- o -+- /JL         V  coscp         psillfflCOSO  TÏCOS-O 


représente  une  quartique  o,. 
En  effet,  ces  équations  donnent 

^211  sin©;^ j  ces  ©  = > 

"•      '  '        0  V  '        t:  r 

d'où  Téqualion  d'un(!  pri'inièie  (juadrique  contenant  la  (|uartique 

(22)  S=rr- -z- j/-=o. 

Nous  avons  ensuite 

'JX  COStp  —  (À  cos-o  +  \j.)y  :=  o, 
ou (21) 

v'  i.T      ,  '/:-'j'  I-       \ 
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ce  qui  conduit  à  l'équation  d'une  seconde  quadrique,  contenant  encore 
la  quartique 

1  =  —  / .!'  —   — —  t-  —  u.  V-  =  o ; 

7:7:-'- 

T  est  de  la  forme  (3'  );  Z»S  h-  T  est  de  la  forme  (3-)  :  la  quartique  est 
donc  bien  de  l'espèce  z,\.  M.  A.  Yogi  (')  a  mis  sous  une  forme  élé- 
gante les  équations  paramétri(|ues  des  quartiques  de  ce  sous-groupe, 
en  posant 


/.ch  ca  ; 


la  première  équation  (  i4)  devient 


'  l,_  1^     /.Sh-S  -i-  V  — /.cll-'y  +  (Il  ~-  2.1-  =0, 


d'oi'i  le  système 


\/: 


'  r ,  ^,  -  d 


: cli-o  -I-  (1\ 


—  l\ 


la  (juailique  est  ainsi  représentée  par  un  système  de  la  forme 

Âsli-o+f/        vsli-j        pcli-y    ^    ' 

(pii  oITVe  une  analogie  remarquable  avec  le  système  (  i(i  ). 

/,r,v  l'c/iialioiis  (i().  :>())  dr  finisse  ni  deux  sons-gnuipcs  dr  iiiiar- 
li'/tirs  "j    irri'duclihlrs  l'un  à  l\inlri\ 


(Jii.u'iiiu:  \  I.         Résumé.   -    Classification. 

li».    I.cs    niildlnnis   o';,o,o.    paraissenl   rire   i/ts/zf/isan/cs.     On 
pinn-niil  niluj.li'r  crlirs  i/uc  nous  (liions  indiqin'i;  m  désignant  par 

{')   \\.  w.  l\[oNTEssi's  iiK  BAi.r.oiii;.  Inlrnduction,  etc.  {tor.  ri/.),  niilc,  p.  19.!. 
Joani.  de  Malli.   (-•  sorie),  tonn-   III.  -   Inim-.  Il,   nji-,  2'2 
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la  Iftirr  o  uin-  (jiiartiquc  qucicoiiqui'  de  première  espèce  (^et  par  la 
h'tlre  •]/  une  quaitiqiir  quelroiiqui-  de  di-uxiènie  espèee). 

1.  vj.  —  Le  discriminant  de  l'équalion  en  A  a  ses  quatre  racines 
réelles  et  distinctes  et  les  quatre  cônes  du  faisceau  ponctuel  de  qua- 
driques  sont  réels,  particularité  que  rappelle  Tindice  ].  Les  quar- 
tiques  sont  de  genre  i. 

Heprésentation  parann'lricjue  en  coordonnées  tétraédriqucs  : 

-  =     /     —      -      _  J__  ^ 

'/.         [j.  sn  (/         V  en  II         (In  ii 
les  éléioenls  A,  u.,  v,  A-  sont  réels  et  arhiti'aiies. 

2.  cp|.  —  Le  discriminant  a  deux  racines  réelles  distinctes  et  deux 
racines  imaginaires;  deux  cônes  réels,  deux  cônes  imaginaires,  parti- 
cularité que  rappelle  l'indice  2.  Les  quartiques  sont  de  genre  i. 

Représentation  paramétrique  : 


ï.  sn  II  dn  II        ij.cnii        r,\cn'ii-hO        cnii  —  r-iO  i -h  0'' 

les  éléments  A,  u.,  01,  0  sont  réels  et  arbitraires. 

;}.  o','.  —  Le  discriminant  a  ses  quatre  racines  imaginaires;  les 
quatre  cônes  sont  imaginaires,  particularité  (|ue  rappelle  I  indice  o. 
Les  rpiartiques  sont  de  genre  i. 

lîe|irésenlations  paramélricpies  : 


p{  I  —  /)  sn  II  -+-  qi  I  +  /)  en  //  dn  (/ 

_  y 


p(\  +  h'inii  -h  q(i  —  /)cii//(ln'/         r  in- u  +  s        m^n'ii-hri' 
0,  /i  sont  (lél(M'min('-s  par  les  é(pialions  (  o  <^  /•  -  <^  i  ) 

\  (—  /j  +  ir)0-  +  9.  (  -■/    -   ///  )0  +  h  —  ir  -=  o. 

I   ( ed  —  bh  )  />■'  -  (  ^-  +  e"-  +  d'  -\- /i'')  /,  +  ei/  —  hli  —  0  ; 


SUH    LES    QUAIITIQUES    GAUCHES     t)K     l'UEMlE  RE     ESPÈCE.  iG; 

i— >  -i-;.  — ;>  — ,  -  le  sont  a  leur  tour  comme  il  suit  : 


n'    n-    n-     n     n 


\^ 


p-  I   (l>  —  iey-\-((l — '/')%/  9'  __  '   ^'^ — ^/' 

3  b  —  il'  '  II'-        2     b  —  ie 


/j(i  —  i)  dnii  -\-  1/ {\  -i-  i )  snu  en  II 

_  y 


p  [i -h  i)  dn  II -}- //(i  —  ()snMcnM        /dn-^+i        mdn-ii 
OÙ  0,  /i'  sont  déterminés  par  les  équations  (o  <^  A'-  <;  i ), 

(  ( —  b  -h  ie)0--^  ■>. (  f/  —  ('/( )0  -\-  b  —  ic  -:  o, 

I   ( ed  —  bli  )/.'-—(  b-'  +  c-  +  d-  +  h'  )  I,' +  ed  —  bli  =  o  ; 

//-     fj-     /•'-     m     s  , 

-^)  — , I  — -j  —I  —  le  sont  par 

//-       ti-       />  -        it        n  l 


I 

(b  —  ie\-+  [d  - 
b     -  ie 
r-              I 

7^  ^~~  7^' 

-  /■//  )-  5 
/,' 

m        i  6 

'11 
n- 

I    /,■• 

cd—h/i 

2  /.■  -^ 

-=—6; 

b  -  (C 

/^,  f/,  e,  h  sont  arbitraires. 

4.  cpi .  —  Courbes  de  genre  i ,  communes  à  trois  cylindres  réels. 
Représentation  paramétri([ue  (coordonnées  cartésiennes)  : 

TTi  sn'(/  -1-  712  sn*«  +  TT')  ■/_)  su'  Il  -t-  y.^  sn^M  +  y 3 

r.)i  sn'(/  +  (j).2  sn-«  +  ',).,  oj,  sn'M  H-  Mj  sn'«  +  f.i, 

T  siif/  en  M  dn  (/ 


X:  +  £=: 


(il,  sn'  (/  -h  CO2  sn^  Il  -+-  &);, 


les  (juautités 


Va       /.i 


(o</,-^<0 


s'expriment  très  simplement,  et  par  des  relations  réelles,  au  moyen  de 
six  paramètres  arbitraires  a,  c,  d,  e,  y,  e  (^n""  20  à  i-0  ). 

La  représentation  qu'on  vient  d'indiquer  est  susce[)tible  de  deux 
formes  couq)lètement  distinctes  l'une  do  l'autre,  représentant  Tune  et 
l'autre  la  même  quarticpie. 
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5.  o,'.  —  Courbes  de  genre  o,  ayant  un  point  de  rebroussemenl. 
Représentation  paramétrique  en  coordonnées  tétraédriques  : 


I,  h,  [X  quelconques. 


(/ tj.<         Il  y.'-         cy. 


().   ol-  —  Courbes  de  genre  o,  ayant  un  point  double." 
Représentations  paramétriques  : 


t 


a,  h,  c,  d,  f,  f  arbitraires; 


rt(,îi-— r)  +  6(ff„p-''— 2«oP  +  '-'=<o)' 


{a/:^-—  2((„j3  +  csto)  (—  //op'  -H  2a„3  —  f«o) 


/((z„;3--~  a^oS  -1--  cy-af       J[y./p-  -  ?.f(„3  +  cao)'' 
«,  A,  r,  /  arbitraires,  ./„  et  »„  liés  par  une  relation 

M^rr  ca,;  +  c/, 

OÙ  '■  et  d  sont  arbitraires. 

'^)"  Ces  quarliques  comprennent  deux  sous-groupes  : 
A.  Sons-f^roiipc  o^/;  rc[)résentation  paramétrique  : 

Â  sin''f;.  +  p        vsmo        p  cos  9 
(/,,  fjL,  V.  p  nrbilraires)  ; 

R.   Sui/S'gro//pr  o^-  \  représonlalion  |)araniélri(pie  : 


.y 


/.  ^h'' o -t- /Jt        V  sh  o        p  ch  cp 
(X,  jji,  V,  p  iuljitraires). 

7.  Ci,;.        (Jlonrbes  de  genre  o,  par  lescjucUes  [)assent  trois  cylindres; 
les  quarLi(jues  cp,^,  ^^  ne  possèdent  pas  celte  propriété. 
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DIFFRACTION    DES    IMAGES    DES    ASTIIES    CIRCULAIRES.  lyl 


Sur  un    cas  particulier  de   diffraction   des   images 
des    astres    circulaires  ; 

Pm  Maikice  JIA31Y. 


Des  considérations  particulières  m'ont  conduit  à  penser  qu'il  y 
aurait  avantage,  pour  mesurer  le  diamètre  mal  connu  du  Soleil  et  en 
étudier  les  variations,  à  observer  l'aslrc  au  foyer  d'une  lunette  dont 
l'objectif  est  recouvert  d'un  écran  opaque,  percé  d'une  fente  de  grande 
longueur. 

L'interposition  d'un  pareil  diapbraginc,  dans  le  trajet  des  rayons,  a 
pour  effet  de  provoquer  une  dilatation  de  l'image,  dans  le  sens  paral- 
lèle à  la  largeur  de  la  fente,  et  l'étude  de  cette  déformation  ne  présente 
pas  d'intérêt  spécial.  Les  choses  se  passent,  au  contraire,  tout  autre- 
ment dans  la  direction  parallèle  au  sens  de  la  longueur  de  la  fente. 

La  largeur  angulaire  de  l'image,  considérée  au  niveau  de  son  centre, 
présente  alors  un  rapport  direct  avec  le  diamètre  de  l'astre. 

L'examen  théorique  du  sujet  est  intimement  lié  à  la  solution  du 
problème  suivant  : 

Un  astre  circulaire^  de  diamètre  it^  étant  observé  au  foyer  dUtne 
lunette  diaphragméc  par  une  fente  rectiligne,  trouver  les  varia- 
lions  de  Vinlensité  lumineuse,  le  long  de  l'axe  de  symétrie  di' 
l'image  parallèle  au  grand  coté  h  de  la  fente,  dans  une  direction 
faisant  Vangle  o  avec  la  droite  allant  de  l'observateur  au  centre 
de  l'astre. 

Dans  mes  recherches  sur  cette  (piestion,  j'ai  su[)posé  l'éclat  intrin- 
sèque de  l'astre  uniforme,  sa  variation,  du  centre  au  bord,  n'exerçant 
qu'une  influence  négligeable  sur  les  conclusions.  .l'examiiie,  dans  le 
présent  Mémoire,  le  cas  limite  corresjtomlanl  à  une  fente  de  largeur 
très  faible. 

Joiirn.  lie  Malli.  (--  scrie),  Ininr  111.—  lùisc.  Ul,   1917.  '^'^ 
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Le  problème,  considéré  sans  faire  cette  restriction,  est  beaucoup 
plus  complexe.  Son  étude  fera  l'objet  d'un  autre  travail. 

L'application  de  mes  résultats  au  Soleil  complète  la  théorie. 

Considérant  l'image  de  cet  astre,  telle  qu'elle  se  présente,  dans  le 
champ  d'une  lunette,  je  montre  notamment  que  le  contraste  lumineux, 
de  part  cl  d'autre  du  bord  géométrique,  à  l'une  ou  l'autre  extrémité 
de  l'axe  de  symétrie  parallèle  à  la  fente,  est  plus  marqué  en  diaphrag- 
mant l'objectif  par  une  fente  étroite,  de  longueur  égale  à  son  ouver- 
ture, qu'en  utilisant  toute  sa  surface. 


I. 

Le  présent  travail  est  fondé  sur  certains  résultats  établis,  dans  mon 
Mémoire  sur  l'approximation  des  fonctions  de  grands  nombres  ('), 

concernant  les  intégrales  de  la  forme  //(«  )  Zi"(fi)dif,  n  désignant  un 

nombre  positif  élevé.  Je  ne  puis  me  dispenser  de   les   résumer   très 
succinctement  ici,  et  d'en  déduire  dès  maintenant  les  formules  immé- 
diatement applicables  à  la  question  à  étudier. 
1°  Considérons  l'intégrale 


(>) 


^jj\u)o"{u)dt,, 


prise  le  long  d'un  contour  cA  et  supposons  que  |  o{u)  \  prenne  sa  plus 
grande  valeur,  le  long  de  ce  chemin,  à  l'extrémité  ii  ==  <■•. 


Dans  ces  conditions,  si  06/)  est  holomorphe,  dans  le  voisinage  de  c, 
sans  que  o'(c)  soit  nul,  et  si  l'on  a,  dans  le  voisinage  du  même  point, 

/(«)  —  («-  '•)?  [B,+  \\,{u-c)  +  ...] 


on  a  pour  n  positif  et  très  grand  : 


{■'>)      J  = 


(l^>-'), 


3  +  ^^ÎL_,)B,_:t:,u, 


(')  Jinitnat  (le  Mfitlirniali'idfs  [Xires  cl  iipiili'imcs,  190S. 
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les  termes  négligés,  dans  la  grande  parenthèse,  étant  tels  que  leur 
produit  par  iv  re^e  fini,  lorsque  n  augmente  indéfiniment;  o,  o', 
o",  ...  représentant  d'ailleurs  cp(c),  ç>'(c),  9"(e),  ...  et  r('P+'i)'la 
fonction  eulérienne  de  seconde  espèce. 

Si  l'on  suppose  que  la  détermination  du  facteur  {u  —  c)!^qui  figure, 
dans  le  développement  de/(ii),  correspond  au  plus  petit  argument 
positif  de  n  —  c,  et  si  l'on  appelle  (-)  le  plus  petit  angle  positif  que  fait, 
avec  la  direction  positive  de  l'axe  des  abscisses,  la  demi-langenle  au 
contour  d'intégration,  menée  au   point   ii  =  c,  dans  le  sens  cA     la 

détermination  du  facteur  i-^)  qui  rentre  dans  l'expression  de  J 
est  celle  qui  correspond  à  l'argument  de  (—^7)  qui  diffère  le  moins 

de  Q.  Ce  que  je  viens  de  dire  suppose  essentiellement  que  l'intégration 
se  fasse  dans  le  sens  cA.  Dans  le  cas  contraire,  il  faut  changer  le  si"ne 
du  second  nombre. 

Applications.  -  L'expression  générale  ci-dessus  s'applique  au  cas 
où  l'on  a  (E  bise  des  logarithmes  népériens) 


(1) 


i:=jj\u)\i"" 


i""^-'d,. 


l'intégrale  étant  prise  le  longd'une  perpendiculaireà  l'axedesabscisses 
(//g.  2  )  partant  du  point  a  =  r,  et  dirigée  dans  le  sens  des  ordonnées 


positives.]  F.'"^  '  I  va,  en  effel,  conslammeiit  on  décroissant,  (puuid  on 
s'éloigne  du  point  r  sur  ce  clieinin. 
Dans  le  cas  actuel. 


On  doil  donc  poser 


9  / r 

-^  —  V'—  '  et  0  =  -. 


1  ^irT^~ 


171 

et  il  en  résulte 
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(5) 


les  coefficients  B,  ,\S.,,  du  développement  dey(H),  étant  calculés  de  façon 
que  l'argument  de  //  —  c  choisi  soit  le  plus  petit  argument  positif. 

D'ailleurs,  quand  /(«)  se  réduit  à  une  constante  B„,  on  a  exacte- 
ment 

/( 

Voici  une  autre  application  de  la  formule  générale 
Supposons  maintenant 


(6) 


J 


-fn< 


)E-'""^-'  du, 


l'intégrale  étantprisc  le  long  d'une  perpendiculaire  à  l'axe  des  abscisses, 

Fis.   :i- 


partant  du  point  ?/  =  c  et  dirigée  dans  le  sens  des  ordonnées  négatives 

Les  coefficients  du  développement  de  f{ii),  dans  le  voisinage 
de  M  =  r,  étant  calculés  de  façon  à  correspondre  au  plus  petit  argu- 
ment positif  de  ii  —  c,  on  trouve,  en  remartpiaut  que  (-)  est  ici  égal 

.    37: 
a  -7-, 

Dans  le  cas  où/(//)  se  réduit:'',  une  constante  B,,,  on  a  cxaclenicnt 
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2"  Les  formules  (3),  (5)  et  (7)  ne  s'appliquent  plus  lorsque  le 
point  u  —  c  n'est  pas  sur  le  contour  d'intégration  C.  Dans  celle  hypo- 
thèse, la  considération  d'un  point  u  —  c,  dans  le  voisinage  duquel  la 


fonction  /(//)  est  développable  par  la  formule  (2),  est  susceptible  de 
conduire  à  une  expression  approchée  de  J,  sous  les  conditions  que 
nous  allons  spécifier.  L'exposant  [3  peut  alors  recevoir  une  valeur 
quelconque,  à  l'exception  d'une  valeur  entière  positive. 

Voici  d'abord  une  propriété  de  toute  fonction  9(«/),  liolomorphe 
dans  le  voisinage  du  point  c,  et  applicable  seulement  lorsque  &(c) 
etç'(c)  ne  sont  pas  nuls.  Par  le  point  c,  on  peut  faire  passer  une 
droite  A  telle  que  |  î;(h)  |  >  |  o^c)  |,  pour  les  points  situés  d'un  côté 
de  A  et  suffisamment  voisins  de  c,  et  |  ^(w)  |  <  |  ofc-)  |  pour  les  points 
situés  de  l'autre  côté  de  \. 

Imaginons  maintenant  qu'il  existe  un  contour  C,  (Jîg.  5),  passant 


par  r.  et  jouissant  des  propriétés  suivantes  :  i"  ce  contour  serait  équi- 
valent au  contour  C,  si  le  point  w==c  n'élail  pas  un  [wint  singulier 
de  /(/i);  2°  la  plus  grande  valeur  de  \':j(,u)\  le  long  du  contour  C, 
correspond  à  la  valeur  u  --  c. 

Si,  pour  rendre  le  contour  C,  équivalent  au  contour  C,  il  faut  le 
déformer,  dans  le  voisinage  du  point  u  =  c,  de  façon  à  le  faire  pénétrer 
dans  la  région  du  plan,  couverte  de  hachures,  contenant  les  points 
pour  lesquels  |  9(«)|  >  lîC"^)  |,  la  considération  du  point  singulier  ;/^c 
conduit  il  la  valeur  asyuq)loli(|ue  de  l'intégrale  (^i)  et  l'on  n,  pour /< 
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très  grand, 


(S) 


le  produit  par  «^  des  termes  négligés,  dans  la  grande  parentlièse, 
restant  fini  lorsque  n  augmente  indéfiniment. 

Cette  formule  suppose  d'ailleurs  qu'en  décrivant  le  chemin  d'inté- 
gration final,  la  variable  tourne,  autour  du  point  ii  =  c,  dans  le  sens 
direct.  Il  faut  changer  le  signe  du  second  membre,  si  le  déplacement 
de  la  variable,  autour  de  ce  point,  se  fait  dans  le  sens  rétrograde. 

La  détermination  du  facteur  (^  V      se  fixe  de  la  façon  suivante  : 

Supposons  que  les  coefficients  B  du  développement 

/(»)  =  ("  —  c  )?■  [  I'.,  -h  liolw  -  c)  +  .  .  .] 

soient  calculés  de  façon  à  correspondre  à  un  argument  bien  défini 
de   n  -  '■,   le  long  du  contour   d'intégration.   Dans  ces   conditions, 

l'argument  de  -^   qu'il   convient  de  prendre  est  celui  qui  diffère  le 

moins  de  l'argument  de  //  —  c,  en  un  point  quelconque  du  contour 
choisi  dans  la  région  du  plan  couverte  de  hachures.  On  démontre 
qu'il  est  égal  à  l'argument  de  ii  —  c,  au  point  de  rencontre  de  la 
partie  du  contour  final,  tracée  dans  la  région  couverte  de  hachures,  et 
de  la  perpendiculaire  à  la  droite  A  menée  par  c. 

Appliralioiis.  --  Appli([uons  les  résultats  précédents  à  l'intégrale 

.)  =  ff{ii)¥j"'''~  (lu, 

\\  désignant  encore  la  base  des  logarithmes  népériens  et  le  contour  C 
étant  tel  que  celui  marqué  sur  la  figure  6.  Dans  le  cas  actuel,  la  droite  A 
est  parallèle  à  l'axe  des  abscisses  et  la  région  du  plan  pour  laquelle 

!?(")!  >l9(0i 
est  au-dessous  de  A. 

Supposons  que  les  coefficients  l>  du  développement  de  /'(//  )  corres- 
pondent à  l'argument  de  //  —  c  qui  est  nul  sur  la  droite  A,  à  droite  du 
point  r.   L'argument  de  //  —  '■  au  point  M  du  contour,  placé  sous  le 
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point  c,  est  alors  égal  à  —  -■  C'est  donc  cette  valenr  c|u'il  faut  nuilti- 


yyyyyyyyyyy 


plier  par   3  +  i,  pour  avoir  l'argument  de    \^,\      •    Appliquant  h 
formule  (Î5  ),  on  trouve 


o\,3-' 


(9) 


J  = 


-fU~  E'-v' 


S^h-v^=^^^^--l 


r(-,3) 

(^omme  seconde  application,  nous  prendrons 

J=  ff{u)E-""'^'  du. 
-  C 

La  région  dans  laquelle  |  ^(?/)  |  ]>  |  o(c^  |  est  maintenant  au-dessus 


de  A.  \uC  contour  (-  doit  occuper  une  situaliun,  telle  (pie  celle  qui  est 
représentée  sur  la  ligure  7,  par  ra|)port  au  point  c,  pour  cpie  la  consi- 
dération de  ce  point  conduise  à  l'expression  asymptoli(|uc  de  l'inlc- 
grale. 

Supposant,  comme  ci-dessus,  les  coefficients  \i  du  dévcloppemeni 
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de/(«),  dans  le  voisinage  de  la  valeur  ii  =  c,  choisis  de  manière  à 
correspondre  à  Targumenlde  u  —  c  qui  est  nul  sur  la  droite  A.  à  droite 
de  c,  on  trouve 

Les  formules  (9)  et  (10)  supposent  que  la  variable  chemine  le  long 
du  contour  d'intégration  de  façon  à  tourner,  dans  le  sens  direct,  autour 
du  point  c.  Si  elle  tourne,  au  contraire,  dans  le  sens  rétrograde,  il 
faut  changer  les  signes  des  seconds  membres. 


IL 


Supposons  qu'un  diaphragme  rectangulaire  A  soit  disposé  devant 
l'objectif  d'une  lunette  mise  au  point  sur  l'infini.  Soient  Ox,  O  y,  O- 
trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  issus  du  centre  de  A  et  tracés 
l'un,  Ox,  perpendiculairement  au  plan  du  diaphragme,  les  deux 
autres,  Ojy  et  Os,  parallèlement  à  ses  côtés.  Appelons  h  la  longueur 
du  côté  de  A  parallèle  à  O-  et  a  celle  du  côté  parallèle  à  Oy. 

Considérons  une  première  direction  OG,  définie  par  les  angles  '^,  co, 


manjués  sur  la  ligure, et  une  autre  direction  OH,  définie  de  même  par 
les  angles  o  et  0.  Nous  nous  proposons  lout  d'abord  de  résoudre  la 
<]uestion  suivante  : 

Une  surface  lumineuse,  située  à   l'inliiii  dans  la  direction  (lO,  se 
voit  de  l'origine  sous  un  angle  solide  infiniment  petit.  Les  ondes  qui 
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en  émanent  sont  diffractées  par  l'ouverture  A.  On  demande  de  cal- 
culer l'intensité  lumineuse  cjui  arrive,  dans  le  plan  focal  de  la  lunette 
d'observation,  au  foyer  Q  des  ondes  qui  se  propagent  perpendiculai- 
rement à  OH. 

Appelons  P  le  plan  perpendiculaire  à  OH  placé  entre  l'ouverture  A 
et  l'objectif,  à  la  distance  q  de  l'origine.  Les  mouvements  vibratoires 
partant  d'un  point  quelconque  de  ce  plan  mettent  le  même  temps  ■: 
pour  arriver  au  point  (^. 

Prenons  comme  phase  origine,  au  temps  /,  la  phase  des  vibrations 
incidentes  en  O.  La  distance  d'un  point  M  (o,  y,  z)  de  l'ouverture  A 
au  plan  perpendiculaire  à  OG,  mené  par  O,  ayant  pour  valeur 

j  sin']>  cosw  +  ;  sin'l  sinw, 

la  phase  en  M  au  temps  /  est 

t         y  sindj  cosco  +  ;  sini  sin  f,j 
T  '~        Â  '  ' 

pour  les  radiations  de  longueur  d'onde  A  et  de  période  T. 
D'autre  part,  la  dislance  de  M  au  plan  P  ayant  pour  valeur 

(j  —  y  siii  C9  cos5  —  ;  siu  o  siii  (j, 
la  piiase  du  mouvement  vibratoire  arrivant  au  temps  /  en  Q  est 

/  —  7        q        y(sinocos5 — siii'i  cosij) -(- ^  (sin 'j  siii  S — sin']>sinw) 
-^  y  +  •-  •■  ^  .  •■ 

La  vitesse  vibratoire  diiïractée  par  un  élément  de  surface,  décrit 
autour  de  M,  est  donc  U  dy  dz,  en  posant 


U^Osinarr 


t—r       ij        y  (si  119  co.iO  —  si  ni  cosw)-l-  ;(sino  sin']/ — siii'i  sinf,i) 


G  étant  indépendant  de  r  et  de  v. 

La  vitesse  vibratoire  dilIVacléc  par  toute  l'ouverture  A  a  elle-mèiue 
pour  valeur 


intégrale  qui  se  réduit,  tous  calculs  faits,  à 


Joiirii.  lie  Afath.  (-•hérie),  Icmic  IH.  —  l''asc.  I|[,  ic|i-.  24 
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en  posant 

.siiiçsin^'  —  siinLsi)i'j)  .           sliiocos5  —  sinilicost 

iiniz/i 1 r ï stnna , — — ■ 


(■>)      X 


]ii  9  siiiO  —  s\n'h  fiiioj  sin  o  cns6  —  sintji  cos 


7t  /( -•"- :; — — ' — 71  a 


L'intensité  de  ce  mouvement  vibratoire  est  proportionnelle  à 
a-h'-G-X-.  Mais  le  facteur  G-  lui-même  est  proportionnel  à  l'angle 
solide  sous-tendu  par  la  source,  c'est-à-dire  k  s'in\i  dto  d'ij.  L'intensité 
lumineuse  émanant  de  l'élément  de  la  source,  situé  dans  la  direc- 
tion GO  et  arrivant  en  Q,  peut  donc  se  représenter  par 

ri  désignant  une  constante  proportionnelle  à  l'éclat  intrinsèque  anga- 
laire  de  la  source. 

Admettons  maintenant  que  la  lumière,  au  lieu  de  provenir  d'une 
source  infiniment  petite,  émane  d'un  astre  circulaire  de  diamètre  2£ 
dont  le  centre  se  trouve  dans  la  direction  ^O. 

L'intensité  lumineuse  totale  diffractée  par  le  diaphragme,  dans  la 
direction  OH,  et  par  conséquent  au  point  Q  du  plan  focal  de  la  lunette, 
a  pour  expression 

Ao- a- h-  I        d'^  j         siinj- X- (Yw  , 
\  étant  donné  par  la  formule  (  1 1). 

in. 

Nous  nous  proposons  d'étudier  les  variations  de  l'intensité  le  long 
du  rayon  de  l'image  focale  parallèle  au  grand  côté,  de  longueur  /i,  du 

diaphragme,    il   faut  donc   faire    0  =  -   dans  l'expression  ci-dessus. 

Posant 

.                                                r./t  siiis                     Tza  siiis 
(  I  a  J  m  =r-  r— — . ,  /;  =^  : . 


et 

(i3) 


I 

X''a''/i-  siii-j 
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l'iatensilc  I,  le  long  de  ce  rayon  particulier,  dépend  de  l'intégialc 


(' 


4)      Ksin-c=  /         s'iu'ld'l  j 


Mil 

m 

sin 

0 

—  sin 

•h 

si  11  '.) 

siiic 

s 

Il  <p 

- 

siti'i 

s 

no) 

que  nous  allons  tout  d'abord  transformer  en  posant 

(i5) 

et  en  effectuant  le  changement  de  variable  défini  par  les  égalités 


sin  o 

sinî 


,6) 


sind;  cos'.) 
-■ =  /, 


u  et  /  étant  les  nouvelles  variables  d'intégration.  On  tire  des  équa- 
tions (iC)) 


(,C') 

On  en  déduit 


\  w  =:z  arc  tang  —  j 

\   sin-'i  =r  («M-  1-)  sin-c. 


sur  £ 

in  '^  cosd>  ' 


à  II 

(h) 

In 

an 

àt 

■]/  étant  com[)ris  entre  ±  i,  on  a,  d'après  la  seconde  équation  (  i<)'\ 


cosJj  r=  ^'  I  —  {ii'-h  1-)  sin-î, 

le  radical  étant  affecté  du  signe  +. 

Il   en   résulte  que  l'élément   différentiel   de   la   nouvelle   intégrale 
double  est 

sin^i  Tsii) //(((/  — iZ  11-  l'si  M/// I  -    , 

V/ !  —  («■--+-  /')siM=c   I.      '«("  —  5<)     J      I.      m       I 

Or    le    champ   d'intégration    primitif  est   limil/'   par  la   circonfé' 
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renceJ/^=£;  les  limites  do  la  nouvelle  intégrale  doivent  donc  satis- 
faire, d'après  la  seconde  équation  (i(>'),  à  la  condition 

«-+  /-  =  I. 

D'autre  part,  la  première  équation  (16)  montre  que  11  et  /  varient 
entre  —  1  et  -h  i  quand  les  variables  co  et  '\i  parcourent  le  champ 
d'intégration  primitif.  INous  pouvons  donc  prendre,  comme  limites  du 

signe   /  dépendant  de  la  variable  w,  les  valeurs  ?/  =  -1-  i  et  «  =  —  i, 
et  comme  limites  du  signe    /  dépendant  de  la  variable  /,  les  valeurs 

+  \  I  —  «-  et  —  s  I  —  II'. 
En  résumé,  on  peut  écrire 

sin-£l\.=  /  !^ -\    du  \  \- rit.. 

J_,     L    m{u~y.)    J         J_^/,-3r7r^     L    "^    A    \/ 1  — {u'- -^  t-)&\n''-s. 

Cette  intégrale  peut  être  simplifiée  en  remarquant  que,  sine  étant 
très  petit,  le  radical  v''i —("'+'')  sin-£  diffère  très  peu  de  i.  l'^n 
admettant  une  erreur  relative  de  l'ordre  de  sin'e  (rj^  pour  le 
Soleil  ),  on  peut  donc  prendre  finalement 


('7) 


K  =  /  -^ -;      du  I  dt. 

J_,      L    in{u  —  y.)    j         .L^/fziT;?     L    "'    J 


Telle  est  la  fonction  de  a  ou  de  o  que  nous  avons  à  étudier. 
Observant  que 

d    I  siii /»(//  — a  )1  - d    Yiïnniiu  —  y.]~Y 

dy.  \     DU  u  —  y.)    J  du  \     iii{u  ~  a.)    \ 

on  déduit  de  la  formule  (17) 


d\< 
Ih. 


J_^     dul    m{u~a)     \         J_  ^/rrr-r    L    "'    J 


d'où  Ton  tire,  en  inti'graiil  |)ai'  parties  et  remartpianl  que  la  partie 
intégrée  est  nulle, 


(18) 


dW 
dx 


/  sm  /«  (  «  • —  y.)  \- 


siii  //  V  I  —  "" 


/i  \  1  —  u- 


u  du 


nilFUXCTION     DKS    IMAGES     DES    ASTRES    CIRCULAIRES.  l83 

IV. 

Nous  nous  bornerons,  dans  le  présent  iMémoire,  à  étudier  l'inten- 
sité I  ou,  ce  qui  revient  au  même,  l'intégrale  R,  lorsque  la  largeur  a 
de  l'ouverture  disposée  devant  la  lunette  d'observation  est  assez  faible 

pour  que  la  valeur  de  n  =  ^"-'"''  soit  petite.  Dans  ces  conditions,  les 
facteurs  dépendant  de  //,  dans  les  intégrales  (17)  et  (iS),  se  réduisent 
pratiquement  à  l'unité  et  il  vient 

(iq)  K=2/  -^ —      v/|  — "'^^"' 

(20)  :r-=— 2/         ~ r-  /l"- 

Appelons  Ku  la  valeur  de  K,  au  bord  géométrique  de  l'image,  pour 
lequel  o  =  £  et  a  =  i .  On  a 


(21) 


k|,=  2        /         v^i-«M- -^ du. 


Nous  allons  montrer  comment  on  peut  calculer  les  intégrales  (kj) 
et  (21),  avec  de  faibles  erreurs  relatives,  pour  ///  très  grand,  en 
s'appuyant  sur  les  résultats,  rappelés  au  paragraphe  1  et  tirés  de  mon 
Mémoire  sur  l'approximation  des  fonctions  de  grands  nombres. 


1"  Nous  nous  occuperons  d'abord  de  l'intégrale  i^iç)),  en  su|)po- 
sant  7.-  <^  I . 

Dans  le  [)lan  représeulalif  de  la  variable  //,  considérée  connue  com- 
plexe, décrivons  du  point  //  -  a,  comme  centre,  une  demi-circonfé- 
rence a  de  rayon  infiniment  petit,  du  côté  des  ordonnées  positives.  La 


i8/, 
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fonction  sous  le  signe  j  étant  holomorplie,  dans  le  voisinage  de  la 

valeur  u  =  a,  on  peut  remplacer  le  diamètre  de  cette  demi-circonfé- 
rence qui  fait  partie  du  chemin  d'intégration  donné,  par  la  courbe 
elle-même.  Appelons  D  le  chemin  d'intégration  ainsi  obtenu.  On  peut 


écrire 

(22) 


Considérons  l'intégrale 

La  partie  de  J  prise  le  long  de  la  portion  du  contour  D  qui  se  con- 
fond avec  l'axe  des  abscisses  est  évidemment  réelle.  Nous  allons 
calculer  celle  qui  est  prise  le  long  de  cj.  A  cet  effet,  il  suffit  de  déve- 
lopper l'élément  différentiel  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  II  —  y..  Tous  les  termes  donnent  des  intégrales  réelles,  à  l'exception 
du  terme  en     __  _  qui  a  pour  expression 


2  »i  y/ 1 
Il  — 
Or  on  a 


jl!^-^-ir.         d^-,'—). 


Il  résulte  de  là  que  la  somme 


J  4-  /-  2/«  y  I  —  x- 

est  réelle.  On  peut  donc  considérer  le  second   membre  de  la  for- 
mule (22)  comme  la  partie  réelle  de 


ni'K  --  /(  J  -\-  ir.  2  m  \  1  —  a-), 
2 /H  r  v/ 1  —  a- -(-  /    ^ —  (/ti — H, 


c'est-à-dire  de 

(2.3) 

en  faisant 

(2'i)  11=  /',^'"~"'e-""-"-- «'./». 


.'.:  (' 
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Or  on  a,  pour  a-<  i,  à  une  constante  près, 


J       {Il  —  Ci)'  a  —  y. 

Cf.  r        , 

Celle  inlcgrale,  prise  le  long  du  chemin  D.  a  pour  valeur 


y/i  —  c- 
m-K  est  donc,  d'après  l'expression  (23),  la  partie  réelle  de  la  somme 


!«(7r  v/i  —  a-  —  n  +  T. 


v/.. 


:^-ll. 


Reste  à  évaluer  II. 

Parles  points  ;/ =  -  i  et  z/ =  +  i,  menons  deux  ordonnées  posi- 
tives égales,  prolongées  à  l'infini,  et  joignons  leurs  extrémités  par  une 


droite  parallèle  à  l'axe  des  abscisses.  L'intégrale  (2',),  prise  le  long  de 
cette  droite,  est  nulle  puisque  |  E"'-«)  |  est  alors  nul.  Désignons  par  D' 
l'ordonnée  parlant  du  point  «  =  -  i  et  par  D"  celle  qui  correspond 
ku—  I .  Convenant  de  suivre  ces  chemins,  en  partant  respectivement 
des  points  11  = -i  et  «  =  +  1,  on  peut  écrire,  d'après  la  for- 
mule (2/1  ), 


(26) 


"=M.A: 


l'élément  diirércntiel  n'ayant  pas  de  points  singuliers  dans  l'aire  limitée 
par  D,  I  )  cl  D  '.  Ce  changement  de  contour  est  d'ailleurs  justifié,  bien 
que  les  points  «  =  -- 1  et  w  =  -t-  i  soient  des  points  singuliers  de  l'élé- 
ment diiïérenliel,  parce  que  les  produits  de  celte  fonction  [jar  u  -  1 
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et  par  k  -\-  i  tendent  vers  zéro  respectivement  en  même  temps  que 
M  —  I  et  //  +  I. 

|E'"  "I  décroît,  ijuand  on  s'éloigne  de  Taxe  des  abscisses,  du  côté 

des  ordonnées  positives.  Cliacune  des  intégrales  /  ,  /  figurant  dans 
l'expression  (i8)  de  H  est  de  la  forme 

I  f(u)o"{u)c/u, 

où  /i  représente  le  grand  nombre  2/n,  |^^(?/)|  prenant  d'ailleurs  sa 
plus  grande  valeur,  le  long  du  contour  d'intégration,  à  l'extrémité 
d'où  part  la  variable.  On  est  donc  conduit,  pour  trouver  la  valeur 
asymptotique  de  ces  intégrales,  avec  une  faible  erreur  relative,  pour 
ni  très  grand,  à  appliquer  la  formule  (5)  qui  suppose  la  connaissance 

des  développements  de dans  le  voisinage  des  points  w  =:  —  i 

f^i  (ll  —  O'.)-  *  ^ 

et  M  -—  -t-  I. 

On  a  dans  le  voisinage  du  point  ;/  =  —  i ,  sur  le  contour  D', 


\  I  —  II'        V  2  v/i  +  «  r  7  — a    ,         \ 


I  +  u  étant  affecté  de  son  plus  petit  argument  positif  et,  dans  le  voi- 
sinage du  point  «  =:=  +  I,  sur  le  contour  D' , 


n  —  I  étant  affecté  de  son  plus  petit  argument  positif. 

Il  importe  d'observer,  pour  des  raisons  que  nous  verrons  plus  loin, 
(pic  la  partie  entre  crocbetsdu  premier  développement  procède  suivant 

les  puissances  de     ^      et  la  partie  entre  crochets  du  second   déve- 

loppement  suivant  celles  de  ---^• 

Parlant  du  développement  (27)  et  appliquant  la  formule  (j),  on 
trouve 

(20)      /=— ; T-^  M+'-p ■ \-...\h    I-'  J. 
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De  même,  en  partant  du  développement  (  28  ),  on  trouve 

La  formule  (26)  donne  ensuite  la  valeur  de  II  que  Ton  porte  dans  la 
somme  (23  ),  dont  on  déduit 


(3 1  )     ni- li  z=z  2  m  t.  \'  1  —  y."  —  tt 


(I 


+  im[i  ^  y.) 


3     -  —  y. 


\&rn 


iin(t 


{,-y.y 


■[T  +  2nn^  +  y)j 


/     i)' 

3      ■]+  y    .     \- 
H — r- SI  M    -  +  2  /?«  (  I 


"'] 


les  produits  par  ///-  des  termes  négligés,  dans  les  crochets,  restant  finis 
lorsque  m  croît  indéfiniment. 

Les  développements  (27)  et  (28)  supposent  essentiellement,  pour 
être  valables  simultanément,  a  compris  entre  —  i  et  +  i,  à  l'excep- 
tion de  ces  valeurs  elles-mêmes.  La  formule  (  3i)  n'a  donc  pas  de  sens 
pour  a  =  ±  i;  toutefois  elle  donne  l'expression  asymptotique  de  K, 
pour  m  infiniment  grand,  quand  areroit  une  valeur  fixe,  aussi  voisine 
que  l'on  veut  de  ces  limites. 

Mais  si  m,  au  lieu  d'être  infiniment  grand,  est  simplement  un 
nombre  élevé,  il  peut  arriver  que  l'on  ne  puisse  en  tirer  parti.  Celte 
circonstance  provient  de  ce  que  les  développements  entre  crocliets 
procèdent,  en  réalité,  l'un  suivant  les  puissances  de ! ,  l'autre 

'■  m{\  -h  y) 

suivant  les  puissances  de  j~zr^.-  Pour  s'en  rendre  compte,  il  faut  se 
reporter  à  la  remarque  que  nous  avons  faite,  à  propos  des  dévelop- 
pements (27)  et  (28)  qui  procèdent  suivant  les  imissanccs  de  "^' 

^  i   h  y. 

^^  T^r^.'  ^^  •'  résulte,  des  lliéories  exposées  dans  mon  Mémoire  sur 

rapproximalion    des    fonctions    de  grands    nombres,    qu'au    terme 

(«  +  ')"  ,         ,        ,     , 

^"  (,  +  «)/-'  entre  crochets  dans  le  développement  (27),  correspond  un 

Journ.  de  Math,  (y  sci-ie),  lome  III.   —   l'asc.  III,   if)>7.  ^f) 
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terme  en  — ^ ;  —^ —  dans  le  développement  asymptolique  de   /  ,  et 

cfu'au  terme  en  ,  entre  crochets  dans  le  développement  (28), 

1  (I  —  x)i'  '  ' 

correspond  un  terme  en  , — '■ — ^ ^ — ;  dans  le  développement  asynip- 

'  (i  —  a}i'      z+i,  "^  '  ' 

ni- 

totique  de  l'intégrale   /  . 

Le  développement  asymplotique  de  H  et  par  suite  celui  de  ///-R 

procède  donc  suivant  les  puissances  de  — r  el  — r>  comme 

nous  l'avons  annoncé. 

Reste  maintenant  à  déterminer  dans  (pielles  conditions  on  peut 
appliquer  l'expression  (3])  de  K,  lorsque  a  devient  voisin  de  1,  par 
exemple. 

Il  faut  pour  cela  que  /u(i  —  a)  soit  un  nombre  élevé  et  le  terme 
en  0.///-  \  I  —  a-  est  alors  le  terme  principal  de  la  valeur  de  ///'-K. 

Or 

-Asinc-/  siiioX 

mil  —  Ot  )  rr  : I -. , 

^  '  '■  \  SUIE/ 

où,  comme  £  et  o  sont  de  l'ordre  du  demi-degré 

m{i  —  a)~  -y{£  — 3). 

avec  une  faible  erreur  relative. 

La  condition  pour  que  l'expression  (ji)  reste  applicable,  quand  a 
est  voisin  de  i  et  par  suite  o  voisin  de  i,  est  donc  que  le  produit 

soit  un  nombre  sullisamment  élevé. 

2"  Nous  allons  maintenant  évaluer  l'intégrale  (2!)  cpiand  a->i. 

La  valeur  11  =  a  étant  en  dehors  du  champ  de  l'intégration,  on  peut 
alors  écrire 


//(-K—  /        — -du —  / —  cos2m(«  —  a)  c?w. 

./  ,  ("-=<)-        .7^,  {"  —  o'.y 

Or  on  a,  à  une  constante  près, 

/\    I  —  "'      ,                    VI  II-  .  X 

J (lu  .=  —  •— arc  sin  11  H — , 
("  —  «)'                   "  —  «  v'a-  -    I 
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On  en  déduit  que  //r  Iv  est  la  partie  réelle  de  l'expression 


hj?- 


\iy. 


I 


V  I  —  a- 


c.y- 


K'-'""-"   ^Ulii. 


L'intégrale  qui  y  figure  se  calcule  exactement  comme  l'intégrale  H, 
considérée  lorsque  a-<i,  en  remplaçant  le  chemin  d'intégration  par 
les  deux  chemins  D'  et  D' ,  et  a  même  expression  analytique.  On  a 
donc,  lorsque  a->  i , 


''•>  "'■^=4;sfcT-l 


(1  +  z)^ 


{i~y.f 


j  -l-2w(i+  y.) 

3     7-. 


'1  m  -  ' 


SIM  I  y  +  ■>,/»(  \  +  y.) 


\i\in   I  —  7. 


si  n     -'+;!/»(  I  —  a  ) 


T 


les  produits  par  nr  des  termes  négligés,  dans  les  crochets,   restant 
finis  lorsque  m  croit  indéfiniment. 

(]ette  expression  suppose  essentiellement  cpie  a  ne  prend  pas  les 
valeurs  ±  i;  mais  a  peut  recevoir  des  valeurs  fixes  voisines  de  ces 
limites.  Dans  les  applications,  l'expression  (3-2),  quand  m  est  un 
grand  nombre,  peut  servir  à  calculer  K,  avec  une  faible  .erreur  rela- 
tive, tant  ([uc  /;/(  I  4-  a  )  et  ni{  i  —  y.)  ont  des  valeurs  absolues  élevées; 

c'est-à-dire  tant  (pie  -  y(cp  —  j)  a  une  valeur  élevée,  dans  le  cas  où  a  est 
voisin  de  i. 

■j"   r.,es  moyens  (pii   vicnneul  d'être   onqiloyés  ne  réussissent  |)liis 
(piand  a=  I.  l*oin'  louriiei'  la  difiiridté  il  convient  d'éc 
formule  ("ii). 


■cru~e,  d  après  la 


ni-  ,.         /•■",    . 


- 1  ■:  I-  ,1 


V  I  +  « 


arcsin// eianl  comiii  is  cnlre et 
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Intégrant  par  parties 


K„. 


in-3  7?i  —  ni 


\/  \  —  (/ 


si  11  un  (  Il  --  \)  lia. 


On  peut  donc  écrire 

(  33  )         —  ^\;^= sin-  2  m  —  m  lois  le  coefficieiU  de  \' —  i ,  dans  ll|, 

en  posant 


(3',) 


Hn=  / 


—  arc  siii  II 


\  \  ~  Il 


K""<"-'Ui-'  c/ii. 


On  peut  exécuter  maintenant  le  môme  changement  de  contour  d'inté- 
gration que  pour  le  calcul  de  l'expression  (aS)  et  écrire 


Un^  /  /(u)E"-^"~^U-'d,i~f/(u)\i^"'i"- 


')>-'</», 


OU  encore 


t/if 


en  posant 


V/i  H-  w 


/{") 


y'  I  —  Il 


du. 


Intégrant,  il  vient 

(35)      Hi)—  7^|sin4'«  H-  ('  +  cos4/«)  y/—  "  J 

+  f  [/' ")  -  ^1  l'.""<"-">~f/"  -  f  \f{")  +  ^1  E-'"(" -">~ 

La  valeur  asyniptotique  de  chacune  des  intégrales,  liguranl  dans 
cette  expression  de  J,,,  peut  être  obtenue  en  appli(juanl  la  for- 
mule (  5),  après  avoir  mis  |<;--"'\'-i  iigrs  des  signes   /  . 

Dans  le  voisinage  du  point  //  —  —  i,  on  a,  le  long  du  contour  J)  , 


(36) 


^        3y/a 
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On   a   de   même,  dans  le  voisinage  du  point  //  =  -i-  i ,  le  long-  du 
contour  D", 


/l") +  -  =  ("-') 


3V—  I   \   2  —    •      _      (  Il  —  i) 


les  binômes  u  +  i  ^l  k  —  i  étant  alTectés  de  leur  plus  petit  argument 
positif. 

Partant  du  développement  (36  ),  on  trouve 


(38) 


•  Il  L  '^  \ 

=  —     cos  (  7^  —  4  '«  )  +  /  sin  (  7  —  4  '«  )  ''  _ 


('  +  £'), 


i  tendanl  vers  zéro  lorsque  ni  augmente  indéfiniment. 
Le  développement  {'\^  )  conduit  de  même  à  l'expression 


(39) 


/       /("!+  -  |e-"'("-'    V-if/^, 

•  II"  L  '•  I 

v/tt 


les  termes  non  calculés  étant  de  l'ordre  de  — 


8  m 


\\\\  résumé,  en  négligeant  les  termes  de  l'ordre  de  -^^  on  a,  d'après 
les  formules  (34  ),  (38  )  et  (  39), 

(  i'|0  )  1 1 it  =  j^-    si n  4  /«  +  2  V  —  I  ('OS-  2  w  I 

La  formule  (33  )  donne  ensuite 


(10 


-—  1^11^  V  2  T.  m 1- 


2        8*/; 


^- . . . , 


V  2  T.  m 


les  termes  négligés,  dans  le  second  niomhre,  étant  de  l'ordre  de 


L'".r 


ig-i 
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Des  moyens  analogues  à  ceux  qui  viennent  d'êlre  employés  con- 
duisent à  l'évaluation  approchée  de  la  seconde  intégrale  (21), 


H?^ 


/*^  Il        rsin/;i(  //  —  i)"!- 

;r/«y„"      _/    ^    ^'x  —  ,r-  V    "'("—0     J 

que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 

îV^Kn  r^'r  •  ,v>  /[  V'  — "'       ,  \  I-  "'1 

-     -r-      =—  /        [siiiwi    «  —  \)\-d\ — 2 ■ 

\dc/.  h  J    ,  L    '  —  "  "  '  -  " 


3  /H- 


Intégrant  par  parties,  il  vient 


V'  1  -4-  " 


sin  im(u  —  1  )  du 


:!  ///'-     dW  ', 
T~  *  ih.  ) 


/        V  I  -1-  "      •  /  \  I 

.   _i       V  '  —  " 

/        d\>.^^=^:zz.  —  arcsiiu' 
,        l    S  '  -  " 


sin  ■>  m{  Il  —  I  ) 


/        \  I  H-  "    .  ,  ,    , 

.  \  I  —  '^ 

l^lTecluanl  une  nouvelle  inlégration  par  parties,  on  lrou\e 


'im-  f  dW\ 


ni  —  SI  II  [\  m  —  2  m 


^+1  , 

/      v''-+-  "  • 

"Xlll       I  — -Slll'. 

-  V  '  —  " 


COS'>  1»  (11 —  ])dll 


min  —  1)  (/il. 


(  )r  la  première  intégrale  figurant  dans  le  second  membre  est  la  partie 
réelle  de  H„  comme  le  montre  la  formule  (  34  ).  La  formule  (  '10  )  donne 
son  expression  asymptolique.  <  )n  a  donc 

/\j  \  +  Il  .      ,        , 
—  sin  1  m  {Il  —  1)  du. 
\  I  -  -  Il 
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le  produit   par   ui'  des  termes  négligés  restant  fini  lorsque  ///  aug- 
mente indéfiniment. 

îj'intégrale  qui  reste  à  calculer  est  le  coefficient  de  y  —  i  dans 

(43)  L:=  /'"v4+]^,,.„„„_„,-^/„ 

qui  se   calcule  en  remplaçant  le  contour  d'intégration  par  les   che- 
mins D'  et  D   déjà  considérés  et  écrivant 


'"-■'»'-' rA<. 


Dans  la  circonstance,  on  a  dans  le  voisinage  du  point  //  =  —  i,  le  long 
du  contour  D', 

y/  I  \  ■\-  U  .■ fil  ,  1 

■^^"^  =  \/  -, T, -V''  +  "     ~  ^   —=(«  +  !)+•■■     - 

V      '  —  "  [y/2  \\l'î  J 

et  dans  le  voisinage  du  point  //  =  i,  le  long  du  contour  1) \ 

Appliquant  la  formule  (  ">),  après  avoir  mis  E  -"'^-'    en  dehors  des 
signes  /  ,   on   trouve 

/  r=    —  cos  I  y  +  4  'M  j  +  /  sin|  7  4-  4  w  ]     -^— J  +  .  .  . , 

les  termes  négligés  étant  de  l'ordre  de  — ^rj 

m- 

./„.      V^'"  L  "OHi  \         i()/;i  / 1 

tes  termes  négligés  étant  do  l'ordie  de  — =• 
On  déduit  do  là 

(  'l 'i  )       I'  =T  H '- — If  I  I  —  ■'.  (cos4  m  —  sin  4  m  )  |  -i-  .  .  . 

\ '■'■>"       «(awi)' 

/ (     \^-  V^l^         r  /  /  •     /       NT  ) 

—  V^  I      -= 3  [i  -I-  2(cos4/«  +  sin4wO]  +  .  .  •   . 

i  VT"        8(?.m)»  ) 
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Les  formules  i/^i),  (  4^)  et  (4'-î)  donnent  ensuite 

om\  dK\  I 9    , , 

(40)  ~T~'f7â'/   =—'^"'V2r/«  +  ^V'2t:'"('  +-■'■/). 

le  produit  m-(]  restant  fini,  lorsque  i»  augmente  indéfiniment. 


V. 

Les  calculs  se  compliquent  sini;ulièrement,  quand  on  cherche  à 
évaluer  les  dérivées  suivantes  par  une  voie  analogue.  Aussi  est-il  pré- 
férable de  changer  de  méthode. 

Il  est  facile  de  voir  que  la  formule  (19)  équivaut  à  la  suivante  : 


(46)  /?i-K=:  /    j- -^sin-»j(«  —  y.)du, 

l'intégrale   étant  prise,   dans    le  sens  direct,   le   long   d'un   contour 

Fis.  M. 


fermé  C  renfermant  les  points  it  = — i,  u  =  -\-i,  et  le  segment  de 
Taxe  des  abscisses  qu'ils  comprennent,  à  condition  de  prendre  la 
détermination  du  radical  \ï  —  //-  ([ui  est  purement  imaginaire  et 
positive,  au  point  de  rencontre  du  contour  avec  la  partie  positive  de 
l'axe  des  abscisses.  C'est  ce  qu'on  voit  immédiatement,  en  remplaçant 
le  contour  C  par  le  chemin  équivalent,  constitué  par  un  double 
lacet  L  i/iii'.  12  )  embrassant  les  points  ?/  =  —  i,  ?/  =  +  i  et  le  segment 
de  l'axe  des  abscisses  qu'ils  limitent.  11  suffit  de  remarquer:  1°  que 
les  parties  de  l'intégrale  prises  le  long  des  circonférences  infiniment 
petites  sont  nulles;  2°  que  le  radical  change  de  signe  quand  la  variable 
décrit  en  entier  chacune  de  ces  circonférences. 

Comme  le  point  u  =  a  n'est  pas  un  |)oint  singulier  de  l'élément 
dillérenliel  de  l'intégrale,  on  peut  toujours  supposer  (|ue  le  contour  C 
a  été  dilaté  de  façon  à  renfermer  la  valeur  u  =  a. 


nirFli\CTI()N     DES     IMAGES    IJES    ASTIiES    CIRC  ULMItES.  iqS 

l']n  vertu  de  l'idenlité 

d    rsinm(«  —  y.\\- d    rsin«i(//  —  y.  )1'- 

dc/.  L   /"  {il  —  y.)     1   ~       du  y    m{u  —  y.)    J 
1  a 

d\\  f  , (/   |sin/?;(«  —  a)  |-  , 

-f-  ~  —  \  \  ^  —  II-  -r\ 7^ du. 

C'y.  J^  ilu  [     m{  u  —  y.)     \ 

Intégrant  par  parties  et  observant  que  la  partie  intégrée  est  nulle, 

Fi;;,   i'. 


comme  reprenant  sa  valeur  lorsque  la  variable,  après  avoir  décrit  le 
contour  en  entier,  revient  au  point  de  dépari,  il  vient 

dK  /■  rsin«M«  —  ^)1"  ''^     / T, 

dy   ~J^.  I     min  — y)    J   du'^ 

On  en  déduit,  de  proche  en  proche,  la  formule  générale 

di'K  r  \i\nni{  u  —  y.)\-  di'     , , 

77^  -"  }^    [    ,n{u-y)    J   .T^yTïV/'  -  "-  du. 

On  peut  l'écrire 

,,    ,  .,d''^        C        •  ""'     / J   ,  /•cos2«i(h  — a)    d" 

(47)       3//(--j-—  =:   / y!  i^  1,1  du  —    /     !^ :  l, 

'  l'y."     JAn  —  yydui'''  I        {u  —  yf      dW'^ 


] \  —  u-  du. 


,lc  (lis  (|ue  pour  /»  i  la  première  intégrale  figurant  dans  le  second 
membre  est  nulle.  Four  l'établir,  il  convient  de  dilater  le  contour  C 
de  façon  qu'en  tous  ses  points  | // 1  soit  supérieur  à  i  et  à  a.  Dans  ces 
conditions  on  peut  développer  l'élément  dilTérentiel  suivant  les  puis- 
sances de  -  et  le  terme  de  degré  moindre  en  -  a  un  exposant  au  moins 
égal  à  2.  L'intégrale,  développable  en  une  série  dont  tous  les  termes 
sont  nuls,  est  donc  nulle  elle-même.  La  formule  (47)  se  réduit  en 
conséquence  à  la  suivante  : 

de.''  ./|.         (u.  —  y)-         dW  ^ 
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VI. 


Avant  de  calculer  l'expression  asymptotique  de  cette  dérivée, 
pour  ^  fixe  et  m  très  grand,  proposons-nous  de  retrouver  la  valeur 
déjà  obtenue,  pour  R,.,  en  faisant  a  =  i  dans  la  formule  (4*^)i 


(.'i9) 

On  en  lire 


Or  on  a 


/«-Kii^=  /    f— -rsin- /?!(//  — i)  <7«. 

r  \i\  —  II-       f\/i  —  it' 

VI  —  «^         d  \     \  i  -h  II 

7- Tî  =  -J-    2' —  aicsii 


■i)dii. 


Le  contour  C  renfermant   les  deux  points  singuliers   11  =  +  i   et 
=  —  I  de  la  fonction  arcsin^/,  la  première  intégrale  a  pour  valeur(') 
2-.  On  peut  donc  écrire 


(5o)     !\/n-K[;  rrr  —  4;:  • 


Ei"'"-')'du 


Four  calculer  la    première   intégrale   qui   figure    dans    le   second 


memhre,  nous  [)ouvons  donner  au  contour- d'intégration  C  la  forme 
indiquée  sur  la  figure  (i'^),  et  écrire 


(')  On  peul  aussi  calculer  celle  intégrale,  en  faisant  en  sorte  que  |m|  soit 
supérieur  à  1  et  à  |  5<|,  tout  le  long  du  coiUoui',  après  l'avoir  convenableineni 
dilaté.    Jj'éléinenl    didërentiel    est  alors    développaljle    suivant   les    puissances 

entières  (h;  -•  Lu  résidu  de  cette  fonction  élanl  égal  à  y — i,  on  relouibe  ininié- 


(lialeinunl  ^ur  le  résultat  di-jii  olili^nu, 
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Or  ces  deu\  nouvelles  intégrales  peuvent  êlre  évaluées  en  app]i(|uant 
la  formule  (ç))  aux  points  singuliers  m  ^  +  i  et  «  =  —  i . 

Pour  avoir  la  valeur  de  l'intégrale  prise  suivant  ABE,  il  faut  tout 
d'abord  développer 

dans  le  voisinage  de  u  =  i,  suivant  les  puissances  de  m  —  i,  ce  binôme 
étant  aflecté  de  l'argument  nul  sur  l'axe  des  abscisses,  à  droite  du 
point  //  =:  I,  au  point  B  de  rencontre  du  contour  avec  cet  axe,  par 
exemple.  Or,  en  ce  point,  y  i  —  "'  a  une  valeur  purement  imaginaire 
positive,  comme  nous  l'avons  spécifié,  pour  établir  la  formule  (4*^^)- 
Nous  sommes  donc  amené  à  écrire 


y/i  —  ((-  :^  i\'ti 


d'où 


\Jll  ~i-  I    —  i(tt  I  )  -      \   2  H-   i^'  (  «  !)-+-...■ 


(5.)  LL_!f!  =  ,(„_,)-i[^,'T^L^(„_,)-H...|, 

M  —  I    étant  affecté  de  l'argument   nul  à  droite   du  point  i/=-{-x. 
Appliquant  la  formule  (9)  en  y  faisant  p  = et  rappelant  que 


^,/3X 


on  obtient 


./ 


le  produit  par  /ii'^  des  termes  négligés,  entre  crochets,   restant   fini 
lorsque  ///  augmente  indéliniment. 

l*oiir  évaluer  l'intégrale  /        ,  il  faut  de  nièine  développer  y-^ 


dans  le  voisinage  de  «  =  —1.  Or  on  voit  immédiatement  (pie  ce  déve- 
loppement commence  par  un  terme  en  (a-Hi)',  L'application  de  la 
formule  (9)  montre  donc  cpie  le  terme  de  degré  le  plus  élevé  par  rapport 

à  ///,    dans    le   dévclop[)ement    asymptoli(|iic  de  /       ,  a  pour  cxpo- 

■      l,i  A 

sant   —  -•   Il  n'y  a   par  suite   pas   lieu   de   calculer   celle   intégrale, 
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puis(]u'elle  fournirait  des  termes  d'ordre  supérieur  à  ceux  que  nous 
avons  conservé  dans  l'expression  de  l'intégrale  /       .  De  ce  qui  précède 

•     Mil; 

il  résulte  que  l'on  a 


(52) 


[  ibni  I 


le  produit  par  ni-  des  termes  négligés,  entre  crochets,   restant  fini 
lorsque  ni  augmente  indéfiniment. 

Pour  achever  de  calculer  le  second  membre  de  la  formule  (  "Jo),  il 
reste  à  évaluer  l'intégrale 


/ 


E-"""'-'''Vm. 


Je.   ("-')'- 

On    remplace    le    contour   C    par    le    contour    indiqué    sur    la 
figure  1 1   et  l'on  décompose  l'intégrale  en  deux  autres,   prises  sui- 


vant les  chemins  A'B'F/  et  E'F'A',  auxquelles  on  peut  appliquer  la 
formule  (lo).  On  reconnaît,  pour  la  même  raison  que  ci-dessus,  que 
l'intégrale  prise  le  long  de  E'F'A'  est  négligeable  par  rapport 
à  celle   qui   est  prise   suivant  le  chemin    A'B'E'    et    cette    dernière 

s'obtient  en  partant  du  développement  (,")i)de  )— — ^,  dans  le  voi- 

sinage  du  point  w=  i,  obtenu  en  aflectant  le  binôme  ti  —  i  de  son 
argument  qui  est  nul  au  point  B'.  On  obtient' 

le  produit  par  ///•  des  termes  négligés,  entre  crochets,  restant  fini 
lorsque  ///  augmente  indéfiniment.  Les  formules  (o3),  (52),  (^n) 
donnent  ensuite 


"'''K|;  —  —  r  -h 


■]• 
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le  produit  par  m-  des  termes  négligés,  entre  crochets,  restant  fini 
lorsque  ni  croît  indéfiniment.  C'est  le  résultat  déjà  obtenu  [for- 
mule (4i)l- 

La  marche  que  nous  venons  de  suivre  s'impose  pour  tirer  parti  de 
la  formule  (/|8)  qui  peut  s'écrire,  pour  a  =  r, 


(5^) 


,     J'<l'''^\  /•E^"'(»-')'"  dv    I -,  ,         rE^2"""-'>'  r/"     , : 

\m-\ rr—  / -; — V'  —  if  du  —  1 — ; — Vi  —  iidit. 


Les  intégrales  contenues  dans  le  second  membre  se  calculent  exacte- 
ment comme  dans  le  cas  où  /)  =  o,  que  nous  venons  d'examiner.  Il  n'y 
a  de  différence  que  dans  le  point  de  départ  qui  dépend  du  développe- 
ment,  dans  le  voisinage  du  point  u  =  ],  de  la  fonction 


dr 


On  reconnaît,  pour  les  mêmes  raisons  que  précédemment,  qu'il  n'y  a 
pas  lieu  de  faire  intervenir  les  développements  asymptotiques  fournis 
par  le  point  u  =  —  i ,  du  moment  où  l'on  s'en  tient  à  l'ordre  d'approxi- 
mation relative  avec  laquelle  est  calculée  l'expression  de  K,.. 
Nous  avons  obtenu,  à  propos  de  la  formule  (  u  ), 


y'  1  —  II-  =z  i(u  —  I ) -  \  a     I  +  j (  //  —  I )  -1-  .  .  .     . 
Oi'  on  il 

et  cette  formule,  écrite  en  conservant  'ip  —  i  en  numérateur  et  déno- 
minateur, s'applique  pour  /î?i.  On  commettrait  une  faute  de  signe 
pour/?  =  I ,  en  supprimant  ■->/;      i  haut  et  bas.  On  a  de  même 

du'-         '      o.i'^        (2/7  — ;■>)(■?/'  — 0 

d'où 


(55)    /"((/)  — T,  -1— \/i-"' 

^      '    -'^    '       [u  —  \)-  du''  ^ 

=  (_,)/'  .Li_di£iii)/v'^(„-,)-''-^r,- _ 
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rargumenl  de  u  —  i  étant  nul,  pour  les  valeurs  réelles  de  //  supé- 
rieures à  I . 

Les  formules  (9)  el  (10)  fournissent  les  valeurs  des  intégrales  figu- 
rant dans  le  second  membre  de  la  formule  rV'i  ),  en  partant  du  déve- 
loppement (55  ). 

Tenant  compte  de  l'égalité 


H^-îI  =  K;-)(^4-(^'-)^G^-^^ 


!^^r.. 


on  arrive  à  la  formule 

di'\\\  _ 


j'di'K\  ■>.       ,  ^1  T.        .       - 

(.jb)    /«      -1 —      =^ -, — :; {2ni)i'\  2-/11]  — cosp siii/j- 


-^: ,    cosij sinp- 


le  produit  par  trt"^  des  termes  négligés,  entre  crochets,  restant  fini 
lorsque  m  augmente  indéfiniment,  (lette  formule  n'est  applicable  que 
si  l'entier/;  est  petit  par  rapport  à  m  dont  la  valeur  est  considérable. 
Nous  l'utiliserons  néanmoins  bientôt  pour  obtenir  un  développement 
en  série  [formule  (  5f))J.  Mais  comme  les  termes  exacts  très  éloignés 
de  ce  développement  sont  certainement  négligeables  et  que  nous  n'au- 
rons à  en  retenir  que  les  premiers  termes,  l'incorrection  commise  est 
pratiquement  sans  aucune  importance. 


VII. 

Si  la  diffraction  n'existait  pas,  l'image  du  Soleil,  dans  le  plan  focal 
de  la  lunette,  serait  limitée  par  une  circonférence  déterminée  par  les 
lois  de  l'optique  géométrique.  On  lui  donne,  pour  cette  raison,  le  nom 
de  bord  •j^èomélviqiu'.  D'autre  part,  dans  les  observations  solaires,  on 
est  astreint  à  affaiblir  suffisamment  la  lumière,  pour  que  l'œil  puisse 
supporter  l'éclat  des  images.  Pour  comparer  les  indications  théo- 
riques, relatives  à  diverses  méthodes  d'observations,  ou  peut  admettre 
en  conséquence  (pic  l'intensité,  au  bord  géométrique,  a  été  réduite, 
dans  chaque  cas  particulier,  à  une  valeur  commune  prise  comme 
unité. 

\ous  sommes  donc  amenés  à  étudier  non  pas  l'intensité  absolue  I, 
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mais  le  rapport  t-,  ou,  ce  (jui  revient  au  même,  d'après  la  formule  (i  3), 

le  rapport  j^,  I„  et  Iv„  étant  les  valeurs  de  I  et  de  K  au  bord  géomé- 
trique. 

Désignons  par  J,  le  rapport  -r-  pour  les  points  intérieurs  au  bord 
géométrique.  On  a,  d'après  les  formules  (12  ),  (  ij  ),  (3ij,  (ii), 

(.-,7)     J,=  - 1— , ^^ 


\/a(i  +  «)  V/ T  (sin  £  —  sin  (p)  — 


i\JiT.in         ^^^in 

avec  une  erreur  relative  de  l'ordre  de  grandeur  de 


v/s7i(n-  a)     iTTy  (siiiî  —  sinv)  r 

(]ette  expression  de  J,  n'a  aucune  signification  pour  a  =  i;  mais  elle 
est  valable  pour  a  voisin  de  i  ou  œ  voisin  de  t  tant  que  le  produit 

l>  ,  ■ 

TT-  ( --111  •  —  sin  o) 

est  un  nombre  suflisamment  élevé,  c'est-à-dire  tant  que  l'erreur  rela- 
tive est  suffisamment  faible.  Les  termes  négligés  correspondent  à  des 
variations  périodiques  tellement  faibles,  par  rapport  à  l'intensité 
générale,  qu'il  ne  saurait  être  question  d'en  reconnaître  l'existence  par 
l'observation. 

L'expression  J,  de  l'intensité  relative  à  l'extérieur  du  !)ord  géomé- 
trique, supposée  réduite  à  l'unité  sur  le  bord  lui-même,  s'obtient  de 
même  en  partant  des  formules  (12),  (i5),  (32  1,  (  '\\).  On  a 


(58)      J,.= 


I  ■y.\lir,in        '«"'J  V    /■ 


avec 

siiiip 


suis 
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l'erreur  relative  étant  de  l'ordre  de 


\/ C/.+  I  [\  Cf.-  —  1  4-  aj 


,.[, 


/*  .   .  .      ,'! 

TT  -  (  sin  o  —  sine) 


Comme  précédemment,  les  termes  négligés  correspondent  à  des 
variations  périodiques  insensibles  par  rapport  à  l'intensité  géné- 
rale. L'expression  de  J^  n'a  d'ailleurs  pas  de  sens  pour  a  =  i 
ou  ç  =  £.  Elle  est  applicable,  lorsque  a  est  voisine  de  i,  quand  le 
produit 

tJi   .    .  .       . 

-T-  (sin  'SI  —  sinj  ) 

est  assez  élevé,  c'est-à-dire  lorsque  l'erreur  relative  est  suffisamment 
petite. 

c  étant  petit  (  4r-  pour  le  Soleil  )  si  l'on  s'éloigne  du  bord  géomé- 
trique de  quantités  qui  ne  dépassent  pas  l'ordre  de  grandeur  de  i,  on 
peut  remplacer,  dans  les  formules  (  jy)  et  (58),  sins  —  sin(p  par  î  —  9. 
L'erreur  relative  commise  est  entièrement  négligeable. 

Comme  m  est  un  nombre  considérable,  la  partie  principale  de  J, 
est,  d'après  la  formule  (57), 


V 


'^\/f 


en  appelant  }  la  distance  angulaire  au  bord  géométrique  du  point, 
intérieur  à  ce  bord,  où  l'on  veut  avoir  l'intensité.  Cela  étant,  considé- 
rons deux  points  M',  M',  intérieurs  à  l'image  géométrique,  caracté- 
risés par  les  valeurs  a',  '|'  et  a",  '■]>". 

Le  rapport  des  intensités,  en  ces  points,  est 

j;  __     /i  +  a'     Ap 

Il  est  fini,  sans  être  petit  ni  élevé,  si  -^  et  ■]/"  sont  du  même  ordie  de 
grandeur.  i*ar  exemple,  si  ■}"<  ']/'<  2!",  le  premier  facteur  est  com- 
pris entre  i  et  —  et  le  second  entre  i  et  \  ■>.:  j.,  est  par  suite  conqiris 
y/2  •'  ' 
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entre  y'2  et-^-  Il  n'y  a  donc  pas  de  chute  rapide  d'intensité  à  Tinté- 

v"- 
rieur  du  bord  géométrique  tant  que  la  formule  (57)  est  valable,  c'est- 
à-dire  tant  que  l'on  n'est  pas  trop  près  du  bord  géométrique. 

La  valeur  principale  de  l'intensité  J^.  à  l'extérieur  du  bord  géomé- 
trique, tiré  de  la  formule  (58  ),  est 


Elle  conduit,  comme  ci-dessus,  à  la  conclusion  que  le  rapport  des 
intensités  en  deux  points  extérieurs  au  bord  géométrique  est  finie,  sans 
être  grande  ni  petite,  du  moment  où  les  distances  angulaires  de  ces 
points  au  bord  sont  suffisantes  et  du  même  ordre  de  grandeur. 

1 1  n'y  a  donc  pas,  plus  que  tout  à  l'heure,  de  chute  rapide  d'intensité 
à  l'extérieur  du  bord  géométrique,  tant  que  la  formule  (58)  est 
valable,  c'est-à-dire  tant  que  l'on  n'est  pas  trop  près  du  bord  géomé- 
trique. 

Voyons  maintenant  ce  qui  se  passe  de  part  et  d'autre  du  bord  géo- 
métrique. Considérons  un  point,  à  l'extérieur  du  bord  géométrique,  à 
une  petite  dislance  angulaire  ■]>  de  ce  bord,  et  un  second  point,  à 
l'intérieur,  à  la  même  distance  angulaire  'h.  Le  rapport  a  étant  sensi- 
blement égal  à  I  dans  les  deux  cas,  on  a 

Jr  _        1 


Comme  les  expressions  dont  nous  sommes  partis  sont  supposées 

valables,  le  produit  r.j'h  a  une  valeur  élevée.  Il  y  a  donc  alors  une 

chute  rapide  d'intensité  quand  on  passe  du  point  intérieur  au  bord 
géomélri(jue  au  point  extérieur,  et  cette  chute  est  d'autant  plus  impor- 
tante, pour  une  même  valeur  de  ■]/,  que  la  longueur  //  de  la  fente  est 
plus  grande. 

Comme  exemple,  siip|)osons  que  les  radiations  admises  dans  l'oîil 
aient  pour  longueur  d'ondes  o''-,  5  et  considérons  le  cas  d'une  fente  de 
longueur  égale  a  1'".  Le  rapport  obtenu  eu  divisant  la  valeur  de 
l'inteusité,  à  i  du  bord  géométrique,  en  un  point  intérieur,  par 
l'intensité,  à   i",  en  un  point  situé  égalemeni  à  l'intérieur  du   bord 

Joiirii.  (le    \/,il/,^   (-;•  scrio),   Hinie   Ul.      -   l'.isc.  lU,    nji;.  27 
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géométrique,  a  pour  valeur  \/3.  A  l'extérieur  du  bord  géométrique,  le 
même  rapport,  pour  deux  points  situés  à  i  "  et  à  3  "  de  ce  bord,  est  égal 

à  — •  Enfin  le  rapport  obtenu  en  divisant  l'intensité,  en  un  point  inté- 
rieur au  bord  géométrique,  à  i"  de  ce  bord,  par  l'intensité  en  un  point 
extérieur,  situé  aussi  à  i'  de  ce  même  bord,  monte  à  I2J. 

La  chute  rapide  d'intensité,  quand  on  traverse  le  bord  géométrique, 
donne  à  l'observateur  l'impression  de  l'existence  d'un  bord  vérilable  à 
l'image  fournie  par  la  lunette  bien  que,  mathématiquement  parlant,  il 
n'y  ait  pas  de  discontinuité,  (le  bord  apparent,  auquel  on  peut  donner 
le  nom  de  hurd  optique,  est  d'autant  plus  tranché,  d'après  ce  que 
l'on  a  vu  ci-dessus,  que  A  a  une  valeur  plus  grande.  Pour  avoir  un  bord 
optique  aussi  net  que  possible,  il  faut  donc  avoir  recours  à  une  lunette 
de  grande  ouverture. 

Quand  on  s'éloigne  du  bord  géométrique,  dans  les  deux  sens,  l'inten- 
sité croît  beaucoup  plus  vite,  à  l'intérieur  de  ce  bord,  qu'elle  ne 
décroît,  à  l'extérieur.  Cette  propriété  résulte  immédiatement  de  l'éga- 
lité, dans  laquelle  'b  <i, 

que  l'on  obtient  en  partant  des  formules  {i^)  et  (5-). 

A  l'extérieur  du  bord  géométrique,  l'intensité  .1^  décroit  rapidement 
(juand  on  s'en  éloigne.  A  une  distance  du  bord  égale  à  £,  c'est-à-dire 

pour '}  =  ï.  Ci  =  2S,  a  =  2,  elle  est  inférieure  à  —  ■  Elle  est  donc 

très  faible. 

Par  contre,  à  l'intérieur  du  bord  géométrique,  l'intensité  J,  croît, 

en  se  rapprochant  du  centre,  et  prend  la  valeur  -y  "zr^iu  en  ce  point. 

l'Jle  est  donc  beaucoup  plus  élevée  (pi'au  bord  lui-même.  Cette  parti- 
cularité pouvait  être  prévue,  a  priori ,  en  se  fondant  sur  un  résultat 
bien  connu  de  la  théorie  de  la  difl'raction.  I^'image  d'un  point  lumi- 
neux situé  à  l'infini,  au  foyer  d'une  lunette  diaphragmée  par  une  fente, 
est  une  trauiée  lumineuse  d'autant  plus  allongée  que  la  fente  est  plus 
étroite  cl  d'autant  plus  mince  cpie  la  fente  est  plus  longue.  Il  en  résulte 
(juc  tous  les  points  du  disque  solaire,  disposés  sur  une  même  corde, 
per|)cndiculaire  à  la  direction  de  la  longueur  de  la  fente,  très  fine  par 
hy[)othèse,  fournissent  un   appoint  à   l'intensité  observée,    dans    Iç 
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chaiiip,  au  point  coïncidant  avec  l'image  géométrique  du  milieu  de  la 
corde.  L'intensité  au  centre  de  l'image  focale  du  Soleil,  auquel  cor- 
respond la  corde  maximum  du  disque,  doit  donc  être  très  supérieure 
à  celle  que  l'on  observe  près  du  bord  géométrique,  à  l'intérieur,  région 
du  champ  à  laquelle  correspond  des  cordes  du  disque  de  longueurs 
très  réduites. 

Quand  on  ouvre  légèrement  la  fente,  les  traînées  lumineuses  fournies 
par  chacun  des  points,  disposés  sur  une  même  corde,  diminuent  de 
longueurs.  L'elTet  signalé  doit,  en  conséquence,  perdre  rapidement  de 
l'importance  au  centre  de  l'image,  tandis  qu'il  ne  peut  être  sensiblement 
modifié,  dans  le  voisinage  du  bord  géométrique,  tant  que  la  largeur 
de  la  fente  reste  au-dessous  de  quelques  millimètres,  les  cordes  très 
courtes  continuant  alors  à  agir  efficacement,  en  entier,  sur  l'intensité 
de  la  région  du  champ  où  porte  l'observation,  tandis  (ju'il  n'en  est 
plus  de  même  pour  les  cordes  longues.  Ce  raisonnement  ne  permet 
pas  de  prévoir  les  modifications  d'aspect  du  bord  de  l'image,  quand 
on  écarte  les  lèvres  de  la  fente.  Cette  question  complexe  nécessite  une 
étude  particulière  qui  fera  l'objet  d'un  autre  Mémoire. 

L'étude  de  l'intensité,  dans  le  voisinage  immédiat  du  bord  géomé- 
trique, ne  peut  pas  être  abordée  en  partant  des  expressions  de  J,et 
deJ^(pii  n'ont  plus  alors  de  signification.  1!  faut  alors  recourir  à  un 
dévclo[)penienl,  suivant  les  puissances  de 


([ui  se  déduit  des  formules  (40  et  ()()). 
lui  posant  alors 


r  (   Slll  O  —  SI  11; 


Il  si  ni 


(^9)  .1.-1^  =  .+  2 ''V'^ 

on  a,  en  tenant  compte  de  régalilé  m  =  -'■ 

T.  .T.  .;        2/)  -H   I   /  77  .  r.\ 

cos/> sui /* — I — ■ cos  « siii /;- 

■•■  r>.        I  b  m  îp  —  3  \       '    •>,  '    o.  j 


A„  = 


■i.  y  '.'.  T.  m 


-1/'— '  '••' l> 


avec  une  erreur  relative  de  l'ordre  de  —  >  sur  A,. 

r.o  dévclf)[)penif'nt  (k))  est,  en  [)riMci|)e,  \aIal)lL'  (pmlle  (pie  soit  la 


•o6 
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valeur  du  produit  27:  .-(  sino  — sins  ).  Mais  il  n'esl  praliqueinenl  appli- 
cable que  lorsque  ce  produit  ne  dépasse  pas  quelques  unités;  c'est- 
à-dire,  en  raison  de  la  grandeur  du  facteur  -•  lorsque  la  difl'é- 
rence  9  —  £  est  suffisamment  petite.  Fort  heureusement,  les  exprès- 
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sions  asymploti(]Ucs  (57  )  et  (  nS)  de  .1,  et  de  ,),,  conviennent  sitôt  que 
Ton  ne  se  trouve  plus  dans  le  voisinage  immédiat  du  hord  géométrique. 
Par  exemple,  pour//  =  i'",  les  résultats  numériques,  tirés  dp  la  for- 
mule (:}[)),  coïncident  avec  ceux  que  l'on  déduit  des  formules  ('')7) 
et  (58),  dès  que  l'on  ne  se  rapproche  pas  à  plus  de  «',  i5  du  bord 
géométrique.  Dans  ces  conditions,  les  termes  les  plus  importants  de  la 
série   ne   dépasgent  pas   quelques   unités.  Ces  termes,  adeclés  d'une 
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erreiir  relative  très  petite,  sont  donc  connus  avec  une  erreur  absolue 
négligeable.  Il  en  est  de  même  si  l'on  remplace,  dans  chacun  d'eux,  la 
difl'érence  sino  —  sin£  par  o  —  z. 

La  courbe,  représentée  (//'i,'.  i  j  ),  fournit  les  variations  de  l'inlensilé 
relative,  dans  le  voisinage  du  bord  géométrique,  où  elle  est  supposée 
ramenée  à  l'unité.  Les  distances  angulaires  au  bord  géométrique  sont 
prises  comme  abscisses  et  comptées  positivement  vers  l'extérieur  de 
l'image,  négativement  vers  l'intérieur.  L'unité  graphique  choisie  cor- 
respond au  dixième  de  seconde.  La  courbe  se  rapporte  à  une  longueur 
de  fente  égale  à  i  ■"  (  '  )  et  à  la  longueur  d'onde  X  =  0^^,  5  des  radiations 
les  plus  visibles  du  spectre.  La  valeur  adoptée  du  demi-diamètre 
solaire  est  i  =  16' .  On  a,  dans  ces  conditions, 

logm  =  4 1 466026; 

loi;  a  7:  T  ^=  7  ,  0992  10. 

m.  dépasse  '2()-2'\']  et  2-  .  le  nombre  12566370. 

Le  Tableau  suivant  donne  les  valeurs  numériques  des  premiers  coef- 
ficients de  la  série  (Sg)  exprimées  par  leurs  logarithmes;  les  signes 
des  nombres  sont  placés  après  les  logarithmes. 

Tahleai    I. 

A,    rr     7,024467 —  A2   -—     1,524458-+-  A;j   =:     0,679381-+-  .\i   r=      4,822o36- 

Ai  ^n    .), 926781 —  A|i  ==    (), 988920+  A-  =    6,009130-1-  A,  =z    8,989528- 

A.j  =    9,932630 —  A, „=:  10,840854-1-  A,,  1^  1 1 ,7i6493-f  A,j=  i2,56i585 - 

A|3r=  i3 ,378012 —  A,i=  i4, 167420-i-  A,5=:  itf,93i336-i-  A|j=;  17,67  1094- 

A|7 m  1 8,387945 —  V,8=  19,082979-1-  A, 5=r  21 ,767235  h  A.,iirr  îa  ,4  1 1616- 

Aj,  =  23,047000 —     A  22=:  25,664  142 -t-     A3.3=  26,263792 -h     A2;::=  28,  846090- 

A23=  29,4i3i84 —    A,,;  =  3 1 , 964 > 26 -+-    A,,  =  32,499973 -t-    A.,s=  33,02I2I2- 
A2!) -=  00,528329 —     A:,ft— 36,  021749 -t-     V3,  rri  38,  001903 -!-     A  3.,  :=')(>!  969  I  6ô - 

En  partant  de  ces  valeurs  et  des  expressions  (07)  et  (58)  de  .1,  et 
de  J^,,  on  a  obtenu  les  valeurs  suivantes  de  l'intensité,  celle  du  bord 
géométrique  étant  prise  comme  unité  : 

(')  On  veri'a  plus  loin  loininuiU  on  jieut  passer  de  la  couiiie.  ronstniilo 
poni-  //    -    1'".  à  (l'Ile  (|ni  (dii-e-.[)on(l  a  une  longueur  de  feiUe  quelcomiue. 
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T\ni.i.Au  II. 

DisUincc    iiiiguhuiL'  liuensilù  au  Ijnid  f;uoiin;uii|iic 

lionl  géométrique.                                     ii  l'intérkur.  ;i  rextciieur. 

(),no 1 ,000  1  ,</Oo 

o,o[ r  .a  j  o.Sii) 

",02 i,-i48  <>,<i^<J 

o .  ()3 I  , GSij  0 .  '>■>  I 

".or I  .g'Jo  1),  \i'\ 

(i,o5 ■2,i(),l  0.)  j; 

(i,o('i jjjSG  (..if.j. 

0,07 ^S.)!  o,<sii 

"■08 -'.,-79  <>,->.7o 

o ,  oii ■■* ,  9  '  '  "  >  '^''o 

0,10 '.109  o,v.5) 

o,iJ i,7'J9  ",''"^ 

0,20 1  /Syo  o,  iSi) 

0,25 i  ,9H)  o.  i(ii 

o,3o J-^ri  "^'ïii? 

0,35 5,Sc)5  o.i3r. 

o  .  ■jl) (i ,  20()  I) ,  I  '.7 

o.ijS (),582  o.  r).() 

o,3o 0,938  ".ii.'i 

0,55.... 7,277  <'.i"^ 

o ,  (io .            7  ,600  n .  I  (1  j 

(I,fl5.   .   . 7,9"  ":  !<"' 

0,70 8. -409  i).()()ii 

0,-3 8.  197  0,09) 

0 ,  80 **  •  77''  "  !  "y 

0,8) 9,  "17  ","'^7 

(),<)() 9,i'>8  <'-"8J 

-',9-. ;».«i  "...83 

!,"<, 9,*^'-'  '  "."*^" 

La  courbe  tracée  en  Irail  plein,  sur  la  figure  13,  a  élé  oblenue  en 
partant  de  ces  nombres. 

La  courbe,  tracée  en  pointillé,  représente  les  variations  correspon- 
dantes de  l'intensité,  dans  le  voisinage  du  bord  géoniétriijue  solaire, 
dans  le  cas  d'une  luiielle  d'ouverture  circulaire  de  diamètre  égal  à  la 

longueur  de   la  fente.  Le  point  correspondant  au  bord  géométricpic 

est  centre  de  la  courbe.  L'intensité  passe  de  1  à  •->,  rpiand  on  (juitle  ce 

bord,  pour  se  rapprocher  du  centre,  et  de  i  à  o,  quand  on  s'en  éloigne, 
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à  l'extérieur.  Celte  seconde  courbe  a  été  construite  en  partant  des  Tables 
numériques  de  Struve,  fournissant  les  valeurs  de  l'intensité  près  du 
bord  d'une  image  solaire,  obtenue  au  foyer  d'une  lunette  d'ouverture 
circulaire  (  '  ). 

Dans  cesTables,  l'intensité  au  bord  géométrique  est  prise  égale  à  -• 

Les  nombres  doivent  donc  être  doublés  quand  on  prend  celle  intensité 
pour   unité,   comme  nous   l'avons  fait.   On  entre  d'ailleurs  dans  les 

Tables,  avec  l'argument  ~(z  —  cp),  i  —  o  étant  la  dislance  angulaire 

au  bord  géométrique,  exprimée  en  arc,  et  h  le  diamètre  de  l'objectif. 

D'après  les  courbes  de  la  figure  i5,  l'intensité  croît  plus  vite,  vers 
l'intérieur  du  bord  géométrique,  lorsque  l'accès  de  la  lumière,  dans  la 
lunette,  est  limité  par  une  fente,  de  longueur  égale  au  diamètre  de  son 
objectif,  qu'en  l'employant  à  toute  ouverture.  A  l'extérieur  du  bord 
géométrique,  elle  décroît  d'abord  plus  rapidement  dans  le  premier  cas; 
mais  l'inverse  se  produit  ensuite.  L'intensité  diminue  plus  vite,  pour 
l'ouverture  circulaire,  dès  que  l'on  s'éloigne  du  bord  géométrique  à 
plus  de  o",(> 4. 

La  considération  des  courbes  de  la  figure  i.j  permet  de  se  rendre 
compte  que  le  bord  géométrique  de  l'image  solaire,  au  foyer  d'une 
lunette,  est  mieux  caractérisé  en  diaphragmant  l'objeclif  par  une  fente 
étroite  qu'en  l'employant  à  toute  ouverture.  Cette  propriété  résulte 
des  remarques  suivantes  : 

(Jn  sait  que  l'anl  ne  discerne  les  détails,  à  la  surface  d'un  objet, 
(|u'autant  qu'ils  s'aperçoivent  sous  un  angle  dépassant  une  certaine 
limite  c  (-).  Tl  en  résulte  que  l'éclal,  en  un  point  d'une  image  focale. 


(')  (jli.  Amiiu:,    'l'idilt  d' Aslrononiic  sl.cUairc.  t.  1,  |j.  ,>4. 

(^)  Voici  un  moyen  simple  Je  se  rendre  compte  de  i  ordre  de  siandeui'  de 
celle  imperfection.  On  perce  trois  petits  trous  d'aiguille,  disposés  aux  s:oiiimets 
d'uji  triangle  équilaléral,  de  jt"""  de  côté,  dans  une  feuille  de  papier  noir  que  l'on 
éclaire  par  derrière,  l'examinant  les  trois  points  lumineux  ainsi  constitués,  à 
(iuel((ufis  mètres  de  distance,  ou  aperçoit  une  source  lumineuse  unique  qui  paraît 
ronde.  V.n  se  rnpproch.ant  graduellement,  il  arrive  un  moment  où  la  source,  tout 
en  paiaissanl  unique,  présente  un  aspect  rappelant  la  forme  triangulaire.  Ce 
n'est  qu'en  s'avancanl  davantage  que  Ton  finit  pai-  <lislinguer  nettement  les  trois 
points  lumineux  séparés  les  uns  des  autres.  Mesurant  la  dislance  extrême  à 
la<|uelle  on  commence  à  se  rendre  com|)le  de  la  vérilahlc  natiiie  île  la  source, 
on  peut  en  déduire  l'ordre  de  grandeur  de  7, 


MM  r.lCE     IIAMY. 


examinée  a  travers  l'oculaire  d'une  lunelle,  est  proportionnel  à  la 
quantité  de  lumière  émise  par  un  élément  de  surface,  décrit  autour  de 
ce  point  et  vu  par  l'observateur  sous  l'angle  g,  avec  le  grossissement 
employé.  Considérons,  en  particulier,  l'image  solaire,  au  foyer  d'une 
lunette,  et  prenons,  de  part  et  d'autre  du  bord  géométrique,  deux 
éléments  de  surface  contigus  qui  se  voient  cliacun  sous  l'angle  a,  à 
travers  l'oculaire.  L'éclat,  de  chaque  côté  du  bord  géométrique, 
dépend  de  la  quantité  de  lumière  émise  par  chacun  des  éléments  con- 
sidérés. Le  rapport  R,  obtenu  en  divisant  la  quantité  de  lumière  émise 
par  lélément  intérieur  au  bord  géométrique,  par  celle  qui  émane  de 
l'élément  extérieur,  peut  servir  à  caractériser  le  contiastc  lumineux 
de  part  et  d'autre  du  bord  géométrique. 

S'il  n'y  avait  pas  de  lumière  à  l'extérieur  du  bord  géométrique, 
U  serait  infini  et  ce  bord  serait  parfaitement  délimité.  S'il  y  avait  au 
contraire  égalité  de  lumière  de  part  et  d'autre  du  bord  géométrique, 
Il  serait  égal  à  i  et  il  n'y  aurait  aucun  contraste.  Le  contraste  est 
d'autant  plus  marqué  que  R  est  plus  élevé. 

Reportons-nous  maintenant  à  la  figure  i5.  Suivant  le  grossissement 
employé,  l'angle  a  correspond  à  une  étendue  angulaire  plus  ou  moins 
faible 'de  l'image  focale.  En  conséquence,  il  convient  de  calculer  le 
rapport  R  en  donnant  successivement  diverses  valeurs  angulaires  aux 
éléments  lumineux  pris  de  part  et  d'autre  du  bord  géométrique.  Que 
la  lunette  travaille  à  pleine  ouverture  ou  soit  diapiiragmée  par  la  fente, 
la  quantité  de  lumière  émise  par  l'élément  intérieur  au  bord  est  repré- 
sentée par  l'aire  comprise  entre  la  courbe  correspondante,  l'axe  des 
abscisses,  l'ordonnée  à  l'origine  et  l'ordonnée  ayant  pour  abscisse  la 
largeur  angulaire  de  l'élément.  De  même  la  quantité  de  lumière  émise 
par  l'élément  extérieur  au  bord  géométrique  est  figurée  par  l'aire 
comprise  entre  la  courbe,  l'axe  des  abscisses,  l'ordonnée  à  l'origine  et 
l'ordonnée  symétrique  de  celle  qui  a  été  considérée  pour  l'élément 
intérieur. 

Le  Tableau  Ilf  donne  les  valeurs  du  rapport  R,  correspondant  à  la 
fente  et  à  l'ouverture  entière  de  l'objectif,  dans  l'hypollièse  où  un 
détail  sous-tcndant  o",  i,  o",'2,  o",3,  etc.,  sur  la  surface  solaire,  s'aper- 
(;oit  sous  l'angle  7,  avec  le  grossissement  employé. 
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I'aiili.au  III. 

\.ilci.i-5  de  I! 

poui-  |ioui'  l'ouvrrlurc 

la  rente.  cireulairc. 

"■' (.4"  S.f^S 

",■■« !>,5r>  7,  i,S 

"•  ^ ''^-9'  lu,  ii.l 

'Ni irr-îJ  ^','.1^ 

"i  j -if  ,4()  l'i.si 

o-<J 25. •58  iS.  l^.; 

"'~ ^0,7-'-  ''0,9.1 

":8 33,84  v:3,:3f; 

o,9 37.99  ■>}/,- 

''" i',4,1'-  ••i7,9" 

Les  valeurs  de  K,  dans  le  cas  de  la  fente,  sont  toutes  supérieures  à 
celles  qui  correspondent  à  l'ouverture  circulaire.  Le  contraste  lumi- 
neux, de  part  et  d'autre  du  bord  géométrique,  est,  en  conséquence, 
plus  marqué,  quand  on  diaphragme  Tobjectif  d'une  lunette  par  une 
fente  étroite  de  longueur  égale  à  son  diamètre,  qu'en  remployant  à 
pleine  ouverture. 

Les  nombres  dont  nous  sommes  partis,  pour  établir  ce  résultat,  se 
rapportent  à  une  lunette  de  i"'  d'ouverture,  mais  il  est  facile  de 
l'étendre  à  une  ouverture  quelconque. 

Dans  le  voisinage  du  bord  géométri(jue,  a  est,  en  effet,  très  voisin  de  i 
et  comme  ///  est  très  grand  on  a  sensiblement,  d'aiirès  les  formules  (',')-) 
el()8,),  '^'^ 

//, 


Vf 


d'autre  part  le  coefficient  \^„  <pii  rentre  dans  la  formule  (.h)),  se  réduit 
sensiblement  à 


COS/;—  -\.  sinp- 
.      _  -i |2  I 

nP^ I  l.2...Jj' 


les  erreurs  relatives  commises  étant  toutes  très  petites. 

Il  s'ensuit  que  .1,,  ,),.,  ,1,,  ne  dépendent  que  du  produit^(£  -  cp^tiuand 

Joiini.   de  Malli.   {-;  série),   loinc   111.   -   iï,,sc.   111,    i,,,;.  L>.8 
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on  consent  à  coininelUe  de  faibles  erreurs  relatives.  La  courbe  qui  se 
rapporte  à  une  fente  de  longueur  //'  est  donc  extrêmement  voisine  de 

celle  cjue  l'on  obtient  en  multipliant,  par  p,  la  graduation  de  Téchelle 

des  abscisses  de  la  courbe  relative  à  la  fente  de  longueur//,  les  ordonnées 
restant  les  mêmes.  La  courbe  relative  à  une  ouverture  circulaire  de 
diamètre  //'  s'obtient  de  la  même  manière,  en  partant  de  celle  qui  se 
rapporte  au  diamètre  A,  les  Tables  de  Slruve  dépendant  uniquement 

,    ,,  Il  , 

de  1  argument  ?:-(£  —  ç  ). 

Les  courbes  tracées  figure  i  j  se  rapportant  à  //  t=  i'",  la  longueur 
leprésentant  l'abscisse  o",  i.  sur  cette  figure,  correspond  donc  : 

A  l'abscisse  1,00  pour  une  kinetle  de  0,10  (ruuverluie 
»           o,5o                   V                   (1,20  » 

»  0,20  »  o,5o  » 

»  ....  »  ....  >' 

On  peut  ilir('  aussi  que  les  courbes  tracées  (Jig.  i  ))  se  rapportent 
à  une  luui'tle  d'ouverture  quelconque,  à  condition  de  représenter  gra- 
pliicjuement  son  pouvoir  séparateur  par  l'abscisse  marquée  o",i,  sur  la- 
dite figure,  cet  angle  étant  la  valeur  même  du  pouvoir  séparateur 
d'une  lunette  de  i'"  d'ouverture. 

D'a|)iè>  le  Tableau  III,  le  rap|)ortT{,  dans  le  cas  de  la  fente  de  i'",est 
toujours  supérieur  à  celui  qui  lui  correspond,  dans  le  cas  de  l'ouver- 
tuie  circulaire.  Cette  propriété  reste  inaltérée,  quand  on  modifie 
l'éclieile  des  abscisses,  sans  toucher  à  celle  des  ordonnées,  c'est-à-dire 
quand  ou  passe  de  la  fente  de  longueur  égaie  à  i'"  et  de  l'ouverture 
circulaire  de  même  diamètre  à  une  fente  et  à  une  ouverture  circulaire 
de  longueur  et  de  diamètre  différents. 

La  conclusion  à  laquelle  nous  sommes  arrivés  plus  liant,  dans  le  cas 
d'une  fcnl<'  de  i'",  concernant  le  contraste  lumineux,  de  part  et 
d'autre  du  bord  géométrique  de  l'image  solaire,  au  foyer  d'une 
lunette,  cette  conclusion,  dis-je,  est  donc  indépendante  de  l'ouverture 
de  rinslrunient. 

VIIL 

On  sait  (pie  les  images  des  étoiles,  au  loyer  dune  luiu'tlc,  aug- 
mentent de  lincsse  quand  on  mascpie  la  partie  centrale  de  robjcctif 
avec  un  écran  circulaire.  Cet  avantage  est,  au  contraire,  inexistant, 
pour  les  astres  à  grands  diamètres,  tels  (pie  le  Soleil.   La  netteté  des 
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bords  de  l'image  décroil  même  à  mesure  que  le  rayon  de  l'écran 
augmente. 

Il  est  naturel,  en  conséquence,  de  se  demander  quel  genre  de  modi- 
fication subit  le  bord  de  l'image  solaire  obtenue  au  foyer  d'une  lunette 
diapbragmée  par  une  fente  très  étroite,  lorsqu'on  en  masque  la  partie 
centrale.  Nous  nous  proposons  d'élucider  cette  question,  pour  ter- 
miner le  présent  travail,  en  nous  bornant  à  examiner  ce  qui  se  passe 
aux  points  du  bord  de  Timage  situés  à  la  rencontre  de  l'axe  de 
symétrie  parallèle  au  sens  de  la  longueur  de  la  fente. 

D'après  les  notations  adoptées  au  paragrapbe  II,  le  mouvement 
vibratoire  émanant  d'un  élément  s'm'\t  (Im  d\i  de  la  source,  dans  la 
direction  (oj,  'Y),  et  dilTracté,  dans  la  direction  (0,  o),  par  une  fente  de 
longueur  À,  arrive  dans  le  plan  focal  avec  la  vitesse 


(i  Xa/i  sin  2  - 


/  —  T  V   \ 


\  étant  donné  par  la  formule  (ii).  Lorsque  la  largeur  de  la  fente 
est  très  petite,  et  quand  on  examine  ce  qui  se  passe  uniquement  le  long 
de  l'ave  de  symétrie  de  l'image  parallèle  à  la  longueur  de  la  fonte,  dont 

la  direction  correspond  à  0  =  -^i  l'expression  de  la  vitesse,  à  la  dis- 
tance angulaire  :i  du  centre,  se  réduit  à 


sin  o  —  sin  'ii  sin  m 

I  11  n  «  '■ : — '■ /  ,  ^ 

'/-T         q 


sin  9  —  sind/sino)  \     A  /■/ 

-  - 

(  hiand  on  masque  la  partie  ceniralc  de  la  fente  par  un  écran  (I(>  lon- 
gueui'  /,  celte  vitesse  devient 

,sinïi  —  siii'l;  siii'.i  .  sin'j  —  sintj;  sin  (.j 

sin7:« '■ : — ■ siniTt ^ — '■ ,  \ 

'■  '  ■  I  '~'  ■        '    \ 

Grt : ^-j-^ SU12-      — 771 y      ■ 


l']n  posant 


>in  -  • 


//  —  /  sina  —  sin'j;  sinf.i 

>,  //  +  /sin'j  —  sin'J/sin' 

\  '  = -, j—. : — j— COST ■ ■■ — '■ 

//  —  /  sin  (p  —  sm'|i  sinc)  2  A 
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cette  expression  peut  s'écrire 

G.\'«(A-    /)sin2-(^-|y 

Il  en  résulte  que  l'intensité  lumineuse,  émanant  de  l'élément  de  la 
source  situé  dans  la  direction  GO  (fif::-  8)  et  arrivant  au  point  Q, 
défini  au  paragraphe  II,  peut  se  représenter  par  l'expression 

Intégrant  le  long  de  la  surface  de  l'astre,  posant 

T.  /i  +  e  .  ^  _    , 

/,-  I 


si  no 


P. 


et  faisant  le  changement  de  variable  défini  par  les  relations  (  iG),  on 
trouve  finalement  que  l'intensité,  dans  la  direction  o,  est  proportion- 
nelle à  l'expression 


Km/         cos /??{;/  —  y.)\\ ■ — ; V'  —  « 

J         '  ^  -'    |_     rjm'(u  —  a)     J    ^ 


7«, 


qui  se  confond  avec  celle  de  K  [formule  {  i»)  )J,  pour  /  =  o  ou  p  =  i , 
m  étant  alors  égal  a —• 
Or  on  a  l'identité 

.     .  ,,  sin-(  A  4- 1!)  +  sin-(A  —  H)  +  o.  sin^A  —  2  sin-lî 

(smAcosH)-^;  ■ • 

•4 

On  peut  écrire,  en  conséquence, 

\     ?      J   .L,     ^  L     '»'(p  +  i)  («-=:)     J 

V     9     J  J-,                     V     n,'(o~i)[,i,  -a.)    J 
+  9.  \        \\—ii-\  ^ —       (lu 


a  / ■  ^  ' V un  m' {u  —  y.) 

""        ?'        J_,     **  '       "   I.    iii'{u  —  y.) 


</ti. 
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Supposons  p  dilTérent  de  cet  de  i.  Les  intégrales  figurant  dans  celle 
formule  sont  de  même  forme  que  K  |  formule  (<))].  11  en  résulte  qu'au 
bord  géométrique  de  l'image,  pour  lequel  a  =  i ,  on  a,  d'après  les  for- 
mules (  'i  I  )  et  (45),  en  ne  conservant  que  les  termes  les  plus  impor- 
tants, 


l  —  \ 

\      dy.      \    o  m' 


\  I 


Le  second  nombre  de  cette  dernière  égalité  est  proportionnel  au 
coelRcicnt  angulaire  de  la  tangente  à  la  courbe  figurant  les  variations 

du  rapport  j-r»  c'est-à-dire  de  l'intensité  relative,  au  point  correspon- 
dant au  bord  géométrique,  quand  on  prend  comme  unité  l'intensité  en 
ce  point. 

Or  la  fonction  de  p  qui  accompagne  le  facteur  —  -^  croit  de  o  à  i>, 

lorsque  z  croit  de  o  à  i.  La  plus  grande  valeur  absolue  du  second 
membre  correspond  donc  à  p—  i,  c'est-à-dire  au  cas  où  le  volet  (pii 
masque  la  partie  centrale  de  la  fente  a  une  largeur  nulle. 

La  variation  de  l'intensité  relative,  dans  le  voisinage  immédiat  du 
bord  géométrique,  est  donc  plus  rapide  en  utilisant  la  totalité  de  la 
fente  qu'en  en  masquant  la  partie  centrale.  En  conséquence,  on  ne 
peut  que  diminuer  la  netteté  du  bord  de  l'inuige  solaire,  en  obturant 
la  partie  centrale  de  la  fente. 

Cependant  les  formules  utilisées,  pour  établir  ce  résultai,  supposent 

le  produit  ni'(i  —  p)''   .'""  élevé.  La  démonstration  tondie  en  défaut 

si  la  largeur /do  l'écran  central  descend  à  une  fraction  de  millimètre. 
Nous  ne  nous  altarderotis  pas  à  étudier  ce  cas  particulier. 
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Prohleines  de    Gcoinétrie  arit/iinctitjac ; 
Par  HvRBis  HAINCOCK, 

Professeur  il  lUciiversilé  de  Cineinniili  (  lilals- Unis). 


I.   Par  sroDhUric  antlimétinuc  ou   m'omélrie  des  nuiidires  nous 
o  ■'  .  .        .    ,  ■ . 

désignons  la  théorie  où  des  théorèmes  numériques  sont  inspires,  expli- 
qués, illustrés  ou  dérivés  moyennant  des  notions  géométriques.  La 
théorie  peut  se  borner  aux  nombres  naturels  rationnels  ou  entiers, 
ou  elle  peut  s'étendre  aux  nombres  algébriques  ou  transcendants, 
y  compris  la  théorie  de  Minkowski. 

Dans  la  théorie  des  nombres  de  Gauss,  les  problèmes  s'occupent 
de  nombres  entiers,  que  l'on  considère  généralement  à  l'égard  d'un 
entier  (un  module  ),  de  sorte  que  la  notion  fondamentale  est  une 
comparaison  de  deux  nombres.  Ces  nombres  peuvent  se  représenter 
par  les  coordonnées  de  points  diins  un  plan,  l'une  d'elles  étant  un 
entier  fixe,  l'autre  un  entier  variable. 

Une  généralisation  de  cette  idée,  par  laquelle  le  domaine  général 
des  nombres  naturels  est  étendu,  est  une  comparaison  de  trois  entiers 
ou  plus,  d'une  telle  faron  que  les  rapports  entre  plusieurs  entiers  (une 
théorie  dont  Ivronecker  s'est  jusqu'à  un  certain  point  rapproché) 
peuvent  s'exprimer  par  les  coordonnées  de  points  dans  un  espace  de 
trois  dimensions  ou  d'un  nombre  de  dimensions  encore  plus  élevé. 

Les  problèmes  que  nous  proposerons  dans  ce  Mémoire  s'occupent 
des  nombres  naturels  entiers.  On  peut  souvent  compter  combien  de 
Fois  un  phénomène  peut  arriver  dans  une  construction  géométrirjue 
fixe.  Ouand  ce  calcul  peut  s'efTectuer  de  deux  manières  sans  aboutir 
à  des  formules  identiques,  l'équation  qui  égalise  les  deux  procédés 
offre  comme  règle  un  théorème  intéressant  dans  la  théorie  des 
nombres  naturels.  On  regarde  comme  géométrie  élémentaire  arithmé- 
tique la  méthode  suivie  pour  aboutir  à  de  tels  résultats. 
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'i.  ()]]  emploie  le  symbole  (a,  b,  c,  ...)  pour  désijj;iier  le  diviseur 
commun,  le  plus  grand  des  entiers  a,  b,  r,  ....  Il  est  clair  que 
(a,  A,  r,  ...)  reste  invariable  quand  les  cléments  s'écliangent  les  uns 
avec  les  autres;  par  exemple  (G,  9,  i."»  )  équivaut  à  j  et  peut  s'écrire 

(  6.  I).   1  5  )  -^^  3  '^  (  9.  <>.  r  j)  '^  (  I  5,  9.  6)  r^  (  Kj,  •).  I)). 
Qu'on  songe  à  l'infinité  de  nombres  triples  (?,  t],  'Ç  ),  où 

£  =:  I  ,  2.  3,    .  .  .  ;  Ti  ^  I  ,  2.  3.    .  .  .  ;  '  =:  1 ,  2,  3,    .  .  . , 

comme  on  les  écrit  dans  la  Table  suivante  : 

(  I,  I.  1),  (1,  I,  2),  (r,  I,  3),  (i,  i,  4).  .  .  ., 
(1,2,1).  (1,2.2),  (1,2,3;,  (1,2,4),  •••, 
(1.  3,  i),     (1,  3,  2).     (1,  3,  3).     (i,  3,  4),      .  .-, 


(2.  I,  1),  (2,  1,  2),  (2,  I,  3),  (2,  I,  4), 

(2,   2.    I),  (2,2,   2),  (2,2,3),  (2.  2,4), 

(2.  3,  1),  (2.3,  2),  (2,  3,3),  (2,  3,  i), 

(3,  I,  1),  (3,  1,  2),  (3,  I,  3),  (3,  1.  4). 


11  est  clair  que  si  un  octant  dans  un  espace  de  trois  dimensions,  où 
les  coordonnées  sont  toutes  positives,  est  rempli  de  cubes-unités 
(c'est-à-dire  de  cubes  dont  les  trois  côtés  ont  une  unité  de  longueur), 
les  coordonnées  des  sommets  de  ces  cubes  résultent  de  la  Table 
ci-dessus  écrite. 

Puisqu'il  ne  se  trouve  ni  zéro  ni  tractions  propres,  posons  (i,  i,  1) 
comme  coordonnées  de  l'origine,  (^uand  on  dit  qu'un  point  est  équi- 
valent à  /,  et  qu'on  écrit  ('^  l),  cela  signifie  que  les  trois  coordonnées 
du  point  ont  /  comme  plus  grand  commun  diviseur;  et  l'on  dira  que 
les  points  sont  équivalents  quand  leurs  coordonnées  oui  le  même  plus 
grand  commun  diviseur. 

Les  sommets  qui  se  trouvent  à  l'intérieur  dune  construction  géo- 
métrique et  sur  les  faces  de  celle-ci  peuvent  s'ap[)el('r  brièvcmeul  (ifs 
points  (If  cette  construction  i^éornctrifiuc. 

.">.    Une   des  premières  questions  qui   se    soulèvent   est  celle-ci  : 
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Combien  de  points  y  a-l-il  dans  un  espaee  limite  ((ui  satisfont  à  des 
conditions  données  ;  par  exemple,  combien  y  a-t-il  de  points  (?,"/],  0 
tels  (juc 

ail  ^,  ■/],  C  sont  coordonnées  d^iin  point,  et  où  t  est  un  entier  Jixe? 

Comme  cas  simple,  prenons  comme  espace  borné  le  parallélépipède 
rectangulaire  OD,  dont  les  côtés  sont  ON  = //,  OK  =:;/.,  01VI  =  w, 


les  quantités  n,  A,  m  étant  des  nombres  rationnels  plus  grands  (juc  i, 
mais  pas  nécessairement  des  entiers. 

Si  Nj  exprime  le  nombre  des  points,  (jui  se  trouvent  au  dedans  du 
parallélépipède  OD  et  sur  ses  faces,  et  qui  sont  é(|uivalents  à  /,  et 

si  U-     signifie  le  plus  grand  entier  dans  '-,  il  est  certain  (jue 


V 

.Là 

i'<  /'■ 


^  /,     "  III 

pL          Jl 

II 

/,       " 

m 

Pl's  ' 

_        /'/'.' 

P/'d^ 

où  p,  pt,  ■  ■  ■  sont  des  entiers  premiers  qui  dilîèreut  les  uns  des  aulres. 
Nous  pouvons  écrire  celle  formule  brièvement 


«-S'-'l;; 


Juliril     ,/r  Mail,.  (-' 


^9 
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OÙ  ij  sont  des  coefficients  de  Môbius  (voir  par  exemple,  \e  Journal 
de  Crelle,  t.  77,  p.  289).  Celle  formule  esl  donnée  par  KronecUer 
(Vorlesungcn  i/ber  ZahU'ntlieorie^  Bd.  I,  p.  3o^  )  pour  le  cas  de 
deux  dimensions. 


4.  La  fonction  eulériennc.  —  Le  nombre  des  entiers  inférieurs  à 
l'entier  a  et  premiers  à  celui-là  esl  une  fonction  de  «  introduite  par 
Euler  (Peir.  Corn/»., VIII,  1760,  p.  74)  et  dénotée  par  le  symbole g(«) 
(voir  Gauss,  Disq.  Aritli.,  §38).  Ce  nombre  est  le  même  que  le 
nombre  des  systèmes 

(",   '),     («.  2),      ..  .,      {n,  n  —  \), 

qui  équivalent  à  l'unité.  Il  est  clair  que  ces  systèmes  peuvent  se  repré- 
senter par  les  points  dans  le  plan  ,<•,  y\  où  j  =  n\  y  =^  i ,  2.  . . .,  »  —  1 . 
(  )n  sait  que 


où  chez  Kronecker  le  symbole  -  sij^nilîe  que  d  est  un  diviseur  de  //  et 

que  la  sommation  s'étend  à  tous  les  diviseurs  de  //,  y  compris  l'unité 
et  n. 


5.   Nous  désignons  le  nombre  de  points 

(/(,  1).     (  n.  -j.)     {n,  3  ).      .  .  .  '.     \  II,  '/.), 

(pii  é(|niviilciit   à   l'unité  par  le    symbole   /•,(//),   où  A  et  //  sont  des 
entiers. 

Puistpie  (//,  //  +-  /.  )  -^  (  //,  /.  ),  si  X  =  ///  —  n  -h  v,  où  v  <[  //,  il  s'ensuit 
(pie 

/•>,(/0  = '"9(")  + '■•/('O- 

Il  est  clair  (pie 

/•„(l)=r/(  el  /■„( /i  )=&(/(  ). 
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<Jii  trouve  facilemenl  que 

0.  [ai  fonction  eub'rirnnr  généralisée  (  ').  —  Si  /  et  A  sont  des 
entiers  arbitraires,  le  nombre  des  systèmes 

(1)  ((./.-,  i).     ('.''■'•'•),     (',/••.  3),      ....     (/,/.,  (•-!),     (/,/.-,'■), 

qui  équivalent  à  l'unité,  se  dénote  par  <I>(/,  A). 

i"  Si  <l  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  /  et  A,  de  sorte 
que  i  =  i\(f,  A  =  A,r/,  où  ( /,, /'i  »~ ',  1^^  série  des  systèmes  (!)  peut 
s'écrire  : 

(./.  <).,                         (d,  -i),                    {d.  3),  ....  (fA  d). 

(,/.,/+!),                   (d.d-fi),             id,d  +  3),  .....  (d,?.d), 

((/,  2r/  +  i),                (^/,  2f/  +  o),           (d.2</-ho),  ...,  (d,id). 


[-/,  (a,— i)r7  +  ri,     [d,(i\-nd  +  il ,      ....      (d,  i\d). 

Il  est  clair  que  oU/)  est  le  nombre  des  systèmes  équivalant  à  runitt 
dans  cliacune  des  lignes  (|u'on  vient  d'écrire,  de  sorte  que 

ilM  /,  /,  )  —  iiO{d), 

où  /  ^  /,  </  et  A  =  A,  fl  et  (/  '^  (  A,  /  ). 
I  )e  même 

Il  s'ensuit  (|ue 

/,,<l>i/,  /,  )   -  /,<l>(7. ,  /). 

Si  (/,  A)  '^  I,  nous  avons  <l»(  /,  A)  —  /et  nous  avons  aussi 

«1>(/,  0  —  9(/). 

2"  Si  A  =  n  -+-  T,  où  1  est  un  entier  posilil'  (iuelron(pio,  puisque 

(  //,  /. .  //(  )  r^  (n,  n  -f-'a.  m)  r^  {n,  7.  m  ), 
il  s'ensuit  iiue 

cI>{/(.  /,)=:«I>(«,  (7). 


(')  (■«//■aussi  CoDiplcK  ri'iii/i/sdr  /'   ii'in/i'iiiit' f/cs  Srirnci:s,  t.  IIW.  févriei- i()i '| . 
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En  généPiTl,  si  /.  =^  qii  -h  ~.,  où  -.  <^  n,  on  a 

<!)(«,  /,)  —  <l>(«,  t).    . 
3"  Si  (  //,  h  )  '^  I ,  on  a 

«I> (  ///  —  n,  /,  )  =  <!' (  "' .  /.  )  «I» (  " .  /■  ) • 

Car  si  m  =  m,(/  el  A  =  A,c/,  (//?,,  /r,  )  ^^  i ,  à  cause  de  i",  on  a 

<I»  i  /H  .  /i  .  /.  )  =  '"  1  "  9  (  f"'  )> 

<l>  (  /( .  /,  )  --  /( . 

On  arrive  à  un  résultat  semblable  si  (//i.  A  )  '^  i. 
4°  Puisque 

<!>(/./.)  =  /,  9(rf)         et         o{d)  =  dY\(i-  \)' 
on  voit  que 

*(.,<-)=.-n('-^)=i:45]' 

ô 

OÙ  p  s'étend  à  tous  les  facteurs  premiers  de  d  et  (lr^(i,  h);  et  o 
s'étend  à  tous  les  diviseurs  de  tl. 

7.   Un  dénote  par  l\\(n,  A  )  le  nombre  des  systèmes 

(//,    /,-,    I),        {„,/,.   9.).        ...,        (//.    /,./.), 

qui  équivalent  à  l'unité,  où  n,  A,  A  sont  des  entiers  arbitraires. 

Puisque 

(/(,  /,.  n//i  ■+-  v)  ~  (/;.  /;,  v)  [v  <  /(], 

il  est  clair  (juo,  si  A  =  /////  -+-  //, 

lV,{n,  /.)  —  /«<!>(/(,  /.)  +  H;{",  /•  ). 

Et  encore,  si  (f  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  /i  et  A,  il  résulte 
que  les  systèmes 

(/(,/.-,/(  4- 1),     (n, /.-, /i  +  2),     ...,     (/(./.■,«-!-/) 

équivalent  ù 

{(l,  i),      (d,2),      ...,     (d,  '/.). 
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Il  s'ensuit  que 

R).(rt, />■)  =  r).(^/),         où         (n,k)^d. 

D'où  il  résulte  (  l'oir  n"  iî  )  que 

■^^     l  ''  I 

ô 

OÙ  A,  //,  /,■  sont  des  entiers  arbitraires. 

8.   Que  l'on  considère  ensuite  le  nombre  de  points  (■^  i)  qui  se 
trouvent  dans  le  carre  que  voici  : 

('■     1),        {'3-     l),        (o.     I),        ('I.      l), 

1         (I.     2).        (2,     2),        (3,    2),        .,.,        („,      2), 

(A)     '      (i.  3).     (2,  3),     (3,  3).     ...,     (n,   3), 


1       (h  n),      (2,,,).     (3,  /().      ...,      (fi.n). 

Puisque  (/,  /,•  )  -^  (  /,-,  i)  on  voit  que  le  nombre  de  ces  points,  qui  équi- 
valent à  l'unité,  est 


N  — 


'■^9(J) 


où  il  faut  observer  (ju'il  y  a  un  nombre  égal  de  ces  points-là  de  l'un  et 
de  l'autre  côté  de  la  diagonale.  Il  faut  remarquer  aussi  que,  dans  la 
sommation,  on  a  compté  o(i)  deux  fois,  tandis  que  dans  lasommalion 
des  points  de  la  diagonale  o(i)  se  trouve  une  fois  seulemenl. 

Si  \,  indique  le  nombre  des  points  (~  i  )  au-dessous  de  la  diago- 
nale, on  voit  (pie 

Va  encore,  puisque  (2,  i)~(i,  i ),  (3,  1)^(2,  i)  et  en  général 
(',,/)~(/  -J,j),  où  «>/',  on  ])eut  écrire  les  points  au-dessous  de 
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la  diagonale  de  cette  façon  : 


('.  '),  (I,  ■?.),  (I.  3), 

(a,    t),  (2,  9.),  (2,  3), 

(3,1),  (3,2).  (3,3). 


.,      (i,  "  —  3),     (i,  n  -2),     (i,/i_,), 

.        (2,  «  —  3),        (2./(  — 2), 


(«-3,1),     (,,-3,2),     («-3, 3). 

{il  —  2.    l),       (/î  — 2,2), 

{n—  I,  1). 

Si  N_,  indique  le  nombre  do  points  (-^  i)  au-dessous  de  la  deuxième 
diagonale,  on  observe  que  N,  =  2No-l-i.  On  peut  écrire  les  points 
au-dessous  de  celte  diagonale  de  cette  manière  : 


(I,      2),      ;      (i,      3),  (1,     4). 

(2,    2),    :    (2,    3),     l     (2,    4), 

(3,  2).  ;  (3,  3), 
(4,  2),   ;  (4,  3), 

(■î,    2),    j     

(6.   2),   -    , 


2 

3 
4 

•) 

() 

7 
8 


(  )n  observe  que.  quand  />=/[, 


(luand  //  =T  G, 


.N',-/-.,(2)-)-. /v(i); 
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quand  //  =  iS, 
(|uancl  n  —  lo, 


i\,=;-  /•,(3)  +  ri(2)  +  /-G(i); 


N,-=r,(4)  +  /-,(3)4-r„(2)  +  />(i); 


).  =  0 

Ainsi  on  arrive  à  (voir  n"  iî) 

ou,  si  l'on  écrit  v  --  A  =  [J.,  il  résulte  que 


quand  ii  =  5, 
(|uand  N  =^  •], 
quand  ii  --  'j, 


De  l'autre  cMv,  ([uand  ?i  =  3, 

N,=  /',(2)  +  /-.(.); 
i\j^/-,(3)H-/-3(2)  -H/-à(i); 
N,=.r,(',)  +  r,(3)  +  r5(2)  +  r,(r); 
ou 

Dans  les  deux  cas,  on  voit  que 

'  =  ''■ 
N,  =  >^  =-,,    ^^ —     '  ou  ■'.  </i/     Il  : 


(:>,v  — /i  --I) 
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OU 

D'où  il  s'ensuit  que 

,/ = 1  (/ = 1  / = 1 

D'où  il  résulte  aussi  que 

(^)uand 

fi  =  I,  2,  3,    4i    3i    6,    7,    'S,    ç).  10,  II,  12,  ..., 

on  voit  que 

N  =  1 ,  3.  7,  I  1 ,  19,  23,  35,  43,  à5,  63,  83.  91 ,  .... 

î).   Si  A  17^  //  du  paragraphe  précédent,  on  écrit  les  points 

(1,  I),  (2,  •),  (3,  ■),  ....  {n,  [), 
(1,2),  (2,2),  (3,2),  ...,  («,2), 
(1,3),     (2,  3),     (3,  3),      ....     («,3), 

(../,•).     (2,/,),     (3,/.),      ...,     (/',/.)• 

Le  nombie  des  points  (-^i)  dans  la  ligne  a  (où  a- .TA)  est  /■„(a-), 
tandis  que  ce  nombre  dans  la  colonne  t  (où  z'S^/i)  est  r^/,('~.),  de  sorte 
que  le  nombre  de  points  (/^  i)  est 

I  )'après  le  n"  o,  on  arrive  au  théorème  appartenant  à  la  théorie  des 
nombres  exprimé  par  la  formule 

22'4s.l=2  2'.'|5j-i[,7j|;,J- 
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Afin  de  vérifier  celte  formule,  on  remarque  que  le  nombre  des  divi- 
seurs, à  savoir  -  (où  v  —  i,  2,  ...,  n)  se  trouve  de  cette  manière  : 
qu'on  écrive  la  série  des  nombres  i ,  2,  '^,  ...,//  —  i ,  //. 

On  voit  que  2  se  trouve     "     fois  comme   diviseur,   et  que   3   se 

trouve    "5    fois  comme  diviseur,  etc. 

D'où  il  résulte  que  le  nombre  des  diviseurs  est 

V  =  l  V  =  1 

La  sojunir  de  ces  diviseurs  est 

•I = 1 

De  la  même  faron  on  peut  arriver  au  nombre  des  diviseurs  (//,  [x), 

où  p.  =  1 ,  2,  ni. 

Posons 

n=p'i\  P'i'.pi',  ■■■, 

où  p,,  p.,  p-u  ■■■  sont  des  entiers  premiers.  Puisque  ///  acquiert  les 
valeurs 

1,2,3,...;    /',— 1,/),, /',  +  ,,■•  •;     2/j,,  ..   ,  3/7,,  ...;        y     /'>. 

on  voit  (pie  le  nond;re  des  diviseurs  dans  iestpiels  se  trouve  /;,  comme 

facteur  est    —     et  le  nomiiie  des  diviseurs  dans  lesciuels  se  trouve  i): 
L/'i  1  '  '  ' 


commi'  fadeur  est     -^    >  elc. 
I/'Ï  I 
Il  résulte  de  là  (jue  le  nombi'c  de  diviseurs  désiré  est 


1  ,)>.i  1,  )-a 


-—  IPVPVP 

().,r3  0,  I,  2 /(,  ;  À2:=  o,  I,  2,  . . .,  /i2;  /.3=  0,  1 .  2,  ...,/(;,;  .  .  .) 

Journ.  de  Math.  {-'  sriie),  t.>r,ie  III.  —  Tasc.  III,  i;;!;.  JO 
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Si  m  =  /;,  ce  noml)re  est 

(>,,•—  O,   I,    2,    .  .  .  ,   /(,  ). 

Et  de  même  on  voit  que  la  somme  de  ces  diviseurs-là  est 

^  (si  ni  z:^  II).    /(  (A,  4-  I  )  {li-i  4-  I  ) .  .  .  . 

Par  exemple,  la  somme  des  diviseurs  de  (lo,  a),  où  p.  =  i,  2,  ...,  ç)). 
est  22;  tandis  que  si  \j.  =  1  o,  celte  somme  est  10.2.2  z=  l^o  [voir  aussi 
Crsàp.o,  Liège  Soc.  /?.  Me/».,  ■2''  série,  t.  X,  i883,  p.  i  et  suiv., 
Note  8  ). 

10.  D'une  façon  semblable,  que  l'on  considère  les  points 

^i.    À.   1).     (  I.    À,  2j,     (  I,    /.,  3) (  I,    >■,  'i), 

(2,    >.,  I).     (a,    >',  2).     (2,   >.,  3),      ...,     (■>.,    l,  «), 


(//;,/.,   1),      {111,1,2),     (/?;,>.,  3),      ...,      {m,  A,  II), 

OÙ  A,  /;/,  /i  sont  des  entiers  arbitraires. 

Le  nombre  des  points  (^--^  i)  dans  la  ligne  [j.(u.  =  //?)  est  R„(;j.,  A), 
tandis  que  le  nombre  de  points  dans  la  colonne  v(v^//)  est  R,„  (v,  A). 

11  en  résulte  tout  de  suite 


2H„(p,  /.)=2'<'"(■^'>■)• 
|J.=I  v  =  l 

Si  d'ailleurs  nous  supposons  que  A  varie  de  1  à  /. ,  nous  voyons  que 
le  système  des  [)oinls  ainsi  exposé  consiste  en  les  points  du  parallélé- 
pipède du  n"  5. 

De  là  il  résulte  (d'après  le  n°  7  )  (pie 

y  ;,, I  "  I  I  ^'  I  I  :!!  I  :=  V  V  y  j„,  1'^  I  =y  y  v .,,  1"^ | . 
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11.  Ensuite  on  peut  exprimer  avec  les  fonctions  (û  et  $  le  nombre 
de  points  ('^  ')  qui  appartiennent  à  un  cube.  Dans  la  figure  du  n°  3, 
supposons  égaux  les  trois  côtés  du  parallélépipède  OD  de  manière 
queON  =  «  =  OIv  =  OM. 

Le  plan  parallèle  au  plan  ./■;  à  la  distance  y  ~  f^:  (où  A  est  un 
entier  ^- n)  contient  les  points 

(.,/.•,!),       (I,Â,    2),       (1,/,-,   3),        ....        (.,/.-.   /O, 

(2,  /,.  .),      (2,  /.-,  2),     (2,  A;  3),      ....     (2,  /,,  n), 
(3,  />■,  I).      (3.  /,-,  2),     (3,  k,  3),      .  .  .,     (3.  /-,  /;). 


(n,  /,,  i),     («,  /,.  2),     («,  /.-,  3),      .    ..     (//,  /,,  II). 

Puisque  (  /,  /, ,  m)  ^  (m,  h,  /),  où  m,  A,  /  sont  des  entiers,  on  voit 
que  les  points  de  Tun  ou  de  l'autre  côté  de  la  diagonale  sont  équi- 
valents. 

En  prenant  les  points  dans  la  ligne  /(/  /i),  et  en  y  ajoutant  les 
points  ('^  i)  de  la  diagonale,  on  a 

(/,/,-,    I),        (/.    /,,   2).         ....       (/./,.    0- 

Le  nombre  de  ces  points  (  '^  i  )  est  <!>(/,  A  )  (  roi/-  n"  (>  ).  Il  en  résulte 
que  le  nombre  des  points  (  '^  i  )  qui  se  trouvent  dans  le  plan  (pie  nous 
venons  de  mentionner  est 


inoiiis  les  j)oints  dt;  la  diagonale,  puis(|ue  ces  pointi^-ci  se  conipteiil 
deux  fois  dans  la  sommation  double. 

El  encore,    puisque    (/,  A, /) '^  (7,  A  ),   les  (joints   de  la  diagonale 
[)euvenl  s'écrire 

fi,  /.),     (2,/,),     (3,  /,),      ..    .     (/',  /.)■ 
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D'où  il  résulte  que  le  nombre  des  points  (^^  i  )  de  ce  cube-là  est 

2  y  a>  (  /,  /.  ) 

(/,  /.  =!,  2,  ...,  n), 

moins  le  nombre  de  points  (  ~  i  )  cjui  se  trouvent  sur  les  diagonales. 

Ces  points  de   la   diagonale  sont  ceux    qu'on   a   donnés   dans   le 
scbéma  (  A  )  du  n"  8. 

Par  conséquent,  le  nombre  des  points  cherclié  est 

2Va>(,-, /,)-2Vo(y)  +  i 

1  =  1 
(i,  /.■  =  1,  1,  .  .  .,  II). 

Ce  nombre  est  (  roir  n"  5  ) 

Par  conséciucnt,  on  a 

î=\  ,1    1 

U\  k  —  i,  ■?.,  .  .  .,  n). 

Si  l'on  donne  encore  à 
sa  valeur,  comme  on  la  trouve  dans  le  n"  5,  on  a 


.2<i'w'./.)-2^"         ' 


r/    I     I    \r/ 


-h  I 


{i,  /,  =z  1 ,  2 ,  3 ,  .  .  . ,  /i). 
Si   fi  dénote  le   nombre   des   points  (  '^  i  )  d'un    cube,  on   a   pour 
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les  valeurs  de 

«  =  1,     2,       3,       ^,         5,         6,         7,         8,         9,       10,      .... 
hz=i,     -,     20,     55,      ri5,      i8i,     007,     439,     687,     841,      .... 

On  remarque  que 

((7,  b,  c)  rs^  {a,  c,  h)r^  {b.  a,  c)  ~  (/',  c,  a)  r>^  (c,  a,  b)  ~(f,  b,  a) 
et  que 

Ui,  «,  b)r^{a,  b,  a)r^{b,  a,  a)r^{ù,  b,  a)'^{b,  a,  b)  r^  {a,  b,  b), 

et  encore  que  {a,  a,  a)  ^  a  est  équivalent  à  runité  quand  «  —  i .  Tous 
ces  points  font  partie  du  cube  pour  les  valeurs  a"  /i,  b^/i,  (":"«• 
On  voit  que  dans  tous  ces  cas 

/)  ^  I  (inodG). 

Les  six  points  s'arrangent  deux  à  deux,  trois  de  l'un  et  de  l'autre  côté 
du  plan  diagonal  qui  traverse  l'origine  et  les  deux  sommets  les  plus 
éloignés. 

12.  D'après  les  n°"  9  et  11,  on  peut  voir  que  le  nombre  de 
points  ( '^  I  )  d'un  parallélépipède  dont  les  côtés  sont  {voirn"  3) 
ON  =  ,/,  OK  =  n>,  OM  =  /;,  est 


.2  2;*('-o-2;'-"(-)-;s^"i7 


et,  d'après  le  n°  9,  ou  arrive  au  théorème  intéressant  appartenant  à  la 
théorie  des  nombres 


'E*<'-"=f-4a'[5]i-[^: 


(i  :=  ] .  2 ,  .  .  . ,  /i  ;  1=  ] , 


Si,  de  la  même  manière,  on  considère  un  parallélépipède 
où  ON  =  //4-v,  OK  =  /y<,  OM  = //,  on  peut  dériver  un  nombre 
d'autres  formules  arithmétiques  intéressantes;  et  naturellement,  les 
mêmes  procédés  appli(jués  à  (ont  autre  solide  régulier  produisent  des 
résultats  arithmélifpies  analogues. 
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Dans  ce  qui  suit,  nous  allons  fournir  des  applications  iniporlanles 
des  résultats  déjà  établis. 

15.  Géncralisalion  dhin  théorème  prouvé  par  Liouviilc  (')  iH 
par  Dcdekiiid  ('-).  —  Soient  n  et  A  deux  entiers  arbitraires  et/ une 
fonction  arbitraire  de  ses  variables.  Soit  //  un  entier  quelconque  qui 
prend  les  valeurs  i,  2,  ...,  n.  Supposons  encore  que  p(/?,  A,  h.)  =  o, 
excepté  quand  (  //,  /.,  //)  '^  i;  dans  ce  cas,  posons  p(«,  /v,  li)  —  \. 

Soient  p,, /)^,  ...  les  diviseurs  premiers  de  t/,  où  di^ik,  h).  On 
voit  que 

'"  =  7. 
y^o{n,  /,,  /o/(«,  /.,  I,)^^f{n,  A,  /,)  -^/(/r  A,/'.,  h.pi) 


/,  =  [ 


/ï,j=l                                                                                                     *„7  =  1 
+ 1 

où 

/,  =  /.,/?,;=  k,jpipj=z  Pij,pipjpi:rz..  . 

{i.  /\  l,  .  .  .=  1,   2,  3,  .  .  .;   i^j^l..  .). 

Par  conséquent, 

/,  =  „  |j.  =  -/ 

(!)  y^p{nJ.Ji)f{r,,k,h)=^Y,     '^/(".d,l.a,lJ-d), 

/,-  =  1  IJ.  =  I  •! 

n.  /,, 

où 

d/y,i=  k         et  dd'=:n. 

i'^nsuite,  définissons  deux  fonctions  nouvelles  par  les  formules 

ij.  -^ ,/' 
V{nJ:,d)^'^fin,dk,„ix,i)^ 

G{„,  /,,  d)=S^ç,{d'.  /,,  lJ.)f{n,  dk,,.  iJ.d). 
V-  =  i 

(')   f^IoiivilXE,  Jnnnial  de  Lioui,-ille,  2"  série,  I.  Il,  p.  110. 
(2)  I^KiH'.KiNn,  .liiurncdde  Crclle,  Bd.  Si,  p.  1.  \'oir  aussi  Khonkckf.ii,  lue. cit., 
p.  3/1  G. 
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où 

d/.,/=d         et         dd'=n. 

Il  s'ensuil  que 

G(«,  A,  i)=y  p(„,  A.  a)  fin,  /,-,  p.). 

el  celte  formule  [voir  (  I  )|  équivaut  à 

\j.= 1  (/ 

1/;,  /il 
OÙ 

(II)  G{n,/.,,)^'^c,,F(»,A,d). 

,1 

Et  encore  on  voit  ((ne 

<i  _±_  p-^i 

i//,  /.i  I".  / 

A  regard  d'un  diviseur  défini  d,  le  nombre  de  termes  qui  se  trouvent 
à  droite  (voirn"  (î  )  est  (T>(^/',  /.  ),  de  sorte  que  le  nombre  de  termes  à 
droite  est 

'IL 
lec|uel  nombre  est  //. 

l'uisque  aucun  de  ces  termes  ne  se  répète,  on  a 

(III)  2^-^"^"'  '''  ^'')  =  /("'  ^''  '^-^"-f^"'  ''^  2)  +...+  /(/(,  A-,  //) 

ri 

r--rr(„,   A,  1). 

Sont  à  noter  les  rapports  réciproques  (pii  existent  entre  les  deux 
é(|uations  (  il  )  cl  (III  ). 

I  i.   Pour  appli(|uer  le  ibéorèmc  cpi'on  vient  de  prouver  : 

!"    l'osons  la  fonction  ai-bitraire    /'(  //,  A,  A  )  =  A.  Par  conséijuent. 
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G(/(.  A-,    l)=y  T, 


OÙ  la  sommation  s'étend  à  tous  les  entiers -(//  )  tels  que 

(  /( ,    /.  .   T  )  '^  I , 


et 


F(/(,  A,  rf)— V  ((jirf),         où         cld'z^n. 


D'après  (II).  il  résulte  que 


2  .^y^z^y^i^-d  =y^^.^y.i' 

d  ;j,  =  I  d  \J-=\ 


[n.kl  l'i.ln  {n,k\ 

1"  Posons  /(n,  h,  h)  —  i;  on  a  alors 

G(//,  /.,  i)  =  •!>(/(,  /.),         !•(",  /■■,  d)  =  d\ 
de  sorte  que,  d'après  (  II  ), 

(ï>(«,  k)='^E,id'—ii^j^  (voir  II"  6). 


(//,/.,  "i.Aï 


Viiv  consé(juent,  on  a 

ii.i.  Ti 

Par  exemple,  posons  n  =  *),  et  considérons  les  systèmes 

(<i, /„  1),     (G,  /„  a),     (6,  /.-,  3),     (fi,/,-,.',),     (fi,/',-'),     (i>, /'■,  (5). 
Le  nombre  de  ces  points  (~  i)  est 

G,     3,     4,     3,     fi,     2,     G 
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luand 


/.  =  I  ,       V!,       0,       .').       j,       6.       -. 

Lu  somme  des  nombres  de  la  première  ligne  csl  io,  et  l'on  voil  que 

1   I  2  3  (5 

Dans  le  n"  1!2,  on  a  montré  que 

d'où  il  résulte  un  théorème  intéressant  appartenant  à  la  théorie  des 
nombres  exprimé  par  la  formule 


V/ V  p  îi'  ,,v,,, 


(/      '/ 


H  s'ensuit  encore  {rolr  i")  que 

v^  "  I  .  v 


/..*.T,~1 
(  T  =  „; 


et  l'on  voil  aussi  que 


l*ar  exemple,  posons  //  =  G,  m  =  4. 

Les  valeurs  de  t  sont  i,  2,  3,  4,  "i,  (i,  (|uand  /.  =  i  ;  et  ces  valeurs 
sont  t ,  '),  :")  quand  /.  -  -  2  ;  i ,  2,  '1 ,  ô  quand  A  =  ;î  ;  i ,  3, .")  (piand  /.  —  .\ . 
Il  en  résulte  (jue  la  somme  de  -  est  5i,  ce  qui  vérifie  que 


■i  ..•)!=:  3li      4 


+  (i|:4      ■■•■->]■ 


Juuin.de  Malli.  (-;  sciie  ),  hiirjc  III.  -     l-,isc.  111,  \i)i-. 
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On  arrive  à  ce  résultat  aussi  que 

V  =  l        *  =  1     '•l,l.,-:r^l  V  =  l      i=l  il 

puisque 


/  =  1    A  —  1       rf  rf  =  t 


On  peut  arriver  à  des  résultats  semblables  pour  les  puissances  plus 
élevées  de  t. 

3°  Posons  /(//,  /> ,  v)=  logv,  d'où  il  résulte  ([uc 

G(/i,  /.,    I)  ^-r        y        logv, 

(■'?") 

l'(/l,   /,,   f/)=::V   log(p.,   d)  {l/d'—U). 

u=  1 

l*ar  conséquent,  d'après  (  Il  ), 

I'    '' 

rn,*,V)  (/  |J.=    I 

(•'§") 

tj.  = ./' 

=  ]^£,/2(logp. +  logf?)         -V£,,[rf'logf/-)-logr/'!)] 
il       [1.  =  1  il, 

.n./.i  1//,  Al 

./  ,1 

Ul,  I:  ,11.1.1 

Il  en  résulte  aussi  que 
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in.k.'l,  r^  1 

On  a  aussi 


n  ■'=np(;0]'' 


fi  II  ■'=nn["'(;7^)]''=n["''(,7M]" 


l'i 


/,  r-l      :n,/,.vi  /,=1  .( 


Par  exemple,  on  voit  que  le  produit  des  nombres  mentionnés  page  2^5 
est 

De  la  même  manière,  on  voit  aussi  que 

no  n  .^nl""^"'»'-"'^'!   ■ 

«-1         i=  I      |(/,/,,Vi   ~1  ,/=  l 

où  dd'jN. 

li».  Dans  les  formules 

F(//,  /■,  ■)=2G(/r  /.,  fi). 

,1 

i«.  /.i 

r/ 

Il     /, 

supposons  (pie  /,  varie  de  i  à  K,  el  formons  les  fonctions 


/, =1 

/,  =  K 


Li,(/,,/,,l)=:^G(//,    /„ 
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Si  l'on  observe  que  (  //,  l,,d,  d  )  '^  (//,  d),  il  s'ensuit  que  \roir  (  III  ) 
eKll)] 

/,  =  K 

F,(«,  /,.  0:^V    VG(/i,  /,-,  r/)^V  r^lG(/(.  ./). 

i=l         ,1  J        "       ' 

tn,  /.,  n 

Puisque 

G|(«,  /,,  fl')r=VG(„.  /,,  ,/)_  1^1  G(/i.  r/), 

où  c/  est  un  diviseur  de  //  et  de  A,  on  a 

(IV)  F,(„,  /„  ,)_"Vg,(//,  /,,  d). 

,1 
ÎTTT 

On  a  aussi 


= >]  =■'  I  ^]  •'  (  "•  '0=^-^.1 1' .  (  " .  /■  •  '/ 


Exemple.  —  Si  /(//,/.,  A)  =  1 ,  ou  a 

F(«,   /,.   ,1)=,/':-.'^, 

OÙ  ^/  est  ici  un  diviseur  de  /;  et  de  A, 

G(/;,  /,,   i)--a>(>/'.  /,  ),  ('•{"■  /-   i)  =<l»(/(,  /,  ). 

il  s'ensuit  que  |  voir  (  \  )| 

'vg(.,/„,)^vu.(../)=-v|,7|;;' 

ce  i|ui  vfM'ilie  la  IVu'uuile  (  |>.  ■-i^>7j. 
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16.  Nous  définissons  deux  fonctions  nouvelles  par  les  fonnules 


(VI) 


(Vil) 


i=ri' 


2,£,,|;^|F(.//,  rf), 
OÙ 

rfrf'  =  N;         <^—  1.  2,  ....  N. 
On  arrive  aussi  aux  résultats  que  voici  : 

(VIII)  !■■,(/.,  /,.,)=V      V|^il|, ■(,,,/) 

./  n  =  1 

Il  7- S 

et  seiul)lablement 

C-"^)  ti-i(".  /.,  i)=V,.,,  F.,(,,,  /,_  ,/)_ 

Errniplr  f.  -  Si,  comme  dans  le  paraj^raplie  précédent. 


<i(//.  /..  (/)       <!»('/ ,  /).  (Il//,/,,  I)       .|>(„,  / 


il  en  résulte  que 
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2'2;4.(../,)=v,,|-^'j],=2\,[;^|i^ 


im  +  J 


ce  qui  est  une  vérification  du  n"  12. 

E. rem  pie  11.  —  Si  /'(//,  A,  d)  =  ^/,  on  a 

;j.  =  //'  rj,  =  ,/ 

F  ( ,//,  d )     =  V /(  di,  ij.d )         =2 P-''  =  '^'  "^"'- 'A 
G(/(,  /,,  0=      V     -. 

i;i,A-.  T,~  I 

Il  s'ensuit  (î'o//'  VII)  que 


£,,1^1  dd'  (  (/■  +  1  )  (  ^/'  +  'O  (  dd  '--  n  ) . 


1  =  1     /,=!     in,/.,Ti^l  /^l 


E.i:cinj)lt'.  —  Pour  ;i|ipll(|uer  la  fnnnulesusnoniniéc,  posons 

La  forniule  (  A  )  du  n"  li  donne  pour 

//         I        ■>.       i         '\  '.>         (j         -         8         i|        ICI        II        r.i 

les  valeurs 

i.'l     3o     72      10')     200     iy8     .SrS     38.'(     ôôS     âfio     92.'!     -56 
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La  somme  des  nombres  de  la  deuxième  ligne  est  417H,  et  ce  nombre 
divisé  par  2  donne  ce  résultat  : 


_j  o    ^17.1.12.13.14  —  3.2.6.7.8  —  2. 3. 4. .5. 6  —  1..5.2.3.4 

'-9—  ^^\ 


.5.2.3.4        '  1 

6. 2  . 3 .  '1  —  1 .7. 1 .  2  3j 


(jui  est  une  vérification  de  la  formule  (B  ). 

On  peut  dériver  des  résultats  semblables  pour  les  puissances  de  -.. 

1(>.  Une  application  à  la  llicorie  analytique  des  nombres.  —  Le 
nombre  des  points  (  ~  1)  du  système 

(x,i),     (2,0,     (3,  (•)•      ■••,     (/.,  0 

a  été  dénoté  par  le  symbole  /■/,(  i). 

En  d'autres  termes,  r,,(i)  est  le  nombre  des  points  (  ^  1  )  le  long  de 


A 

X 

T 

s 

\ 
Y 

V 

/ 

la  ligne  >■  —  /,  ijul  part  de  Ta.xe   y  et  qui  s'étend  jus(|u'au  point  (/,,  /) 
inclusivement.  Ce  nombre  est  (roi/-  n"  o) 


y  c,,  ^ 


Si   les  coordonnées  de    T  sont  (A,  /n),  on  voit  cpie  le  nombre  des 
points  (  --^  I  )  du  leclanglc  <  )'!'  est 


"V    V  -    (  ''  1       V  -    I  ^'  I    I  '" 
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Par  exemple,  si  A  =  lo  et  m  =  7,  le  nombre  des  points  ( /^  i)  dn 
rectang-le  sur  ces  deux  côtés  est 

70  —  I  5  —  6  —  2  +  1  —  ir=  17. 

Si  les  coordonnées  de  V  sont  (A,,  /?z,),  le  nombre  des  points  O-^  r) 
du  rectangle  A^   est 


ï'mu-u 


duquel  nombre  est  exclu  le  nombre  des  points  ( '^  1)  de  la  lijjfnc  AW. 
Le  nombre  des  points  ('^  i  )  du  rectan|j;le  TV  est 


011  ne  sont  pas  comptés  les  points  (  ~  i  )  des  lignes  TS  et  T\V. 

17.   D'une  faron  analogue,  le  nombre  des  [loints  (~  i)  du  système 

I  /,.  III,  ]),     (/,,  "(.  2) (/.,  /".  "1) 

se  dénote  par 

H„,(/.,  "O- 

ce  qui  est  le  nombre  des  points  (~i  )  de  la  ligne  Tll  delà  figure,  on  les 
coordonnées  de  H,  sont  (  A,  ni,  n,  ). 
Ce  nombre  (voir  n"  7  )  est 

./ 
Il  csl  clair  aussi  (juc  le  nombre  des  points  {  r^-  i)  de  la  face  Al''.,  est 

'£u.,„,.,)=v"2.„[:^].2;'-|9|[ï]' 


1*.  y-i 


OÙ  les  coordonnées  de  1*1,  sont  (A,,  ///,,  //,  ). 

Si  les  coordonnées  de  I)  sont  (A,,  ///,,  //,  ),  nous  trouverons  sans 
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■./,3 


difficulté  de  la  même  manière  que  le  nombre  de  points  {^i)  du  paral- 
lélépipède rectanj^ulaiie  OD  est 

et,  pour  le  parallélépipède  HD,  ce  nombre  est 

où  les  coordonnées  de  H  sont  (A,  w,  a)  et  où  les  points  (~  i)  des 
faces  HD,,  HE,,  HF,  sont  exclus  du  calcul. 


Si  g  est  le  moindre  des  nombres  A,,  m,.  //,,  on  peut  écrir< 


N  = 


'    9it  i  , -, 1, 


{       'I 


'  ?,h  '^,1'  'd  sont  des  (luantités  cliacune  moindie  (|ue  i. 
Si  encore  on  pose 

/'  I  —  /.   —  /.  ,  «/,  —  //(  ^-  .;.,  „|  _   „  —  v^ 

Jour,,     ,1e  .Wall,.   (7.  scne),  l.M.ie   III.   -    Ij-c.  III,  ,,,,-.  3: 
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on  a 


»=2 


(/=] 


N  =  /,-jj^vy  ^^  -  h, 


rf=g+l  </  =  ! 

it-s  rf  =  s 

—  ^  ^'  !  lJ-p,/-:,,+  Vp,/ff,/+  /.  !7,/T,/  I   -H^  £,/  p,/  C7,/  T,/ 

./  =  1  ,/  -  1 

Dans  la  discussion  présente,  nous  ne  désirons  que  les  limites 
en  dedans  des(iuelles  se  trouve  R  et  nous  n'arriverons  pas  à  la  valeur 
exacte.  Voilà  pourcpioi  nous  poserons  tous  les  signes  comme  positifs. 

Et  encore  qu'on  observe  que  (  voir  par  exemple  Kr.ONECKF.n,  /or.  cit., 
p.  258) 


2  f^'xf      /C-^')^'^^ 


où  /(o)  est  une  fonction  qui  décroît  quand  augmente  la  variable  x. 
Il  est  clair  que 

_,    /./J-V  />'J.  +   /,V  +  vu  s  ,  ^ 

H  <  ~  H ■ z +  ^''  +  /-Jt  +  v)  I  r  +  log^)  +  g, 

OÙ 

K  <  A'  U;  +  !  '^  +  I       \  Z  -i-  '  \    -h  ( p-  -^  '^  -^  f')  ^Og g . 

Si  ^-  est  le  plus  grand  des  nomhn  s  /,,  y.,  v,  on  a 

Et  encore,  puistpie 

V  !:£  —     ' 

"•      2 

</  =  ! 
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^à^^i\^^P^.^ou,,^. 


y 

où   la   valeur  de   A   se   trouve   située   entre    +i   el   —  i.   De  ceci  on 
voit  que 


y  _!_ 


N 
est  la   valeur  asymptotique   de  7^;   c'est-à-dire   pour    des   valeurs 

Grandes  de  A,  u.,  v  la   limite  de  ~r —   est    presfiue  -;    ou,    aulienient 

exprimé,  -  est  la  probabilité  que  le  plus  grand  commun  diviseur  de 

trois  entiers  quelconques  /,  />/,  //  soit  l'unité. 

Pour  une  discussion  de  valeurs  semblables  asymptotiques  de  deux 
variables,  voir-  Dmiichlet,  Wcrhe,  t.  II,  p.  97,  et  aussi  LEr,ES(;iiE,  Joiirii.. 
de  Math.,  a*"  série,  t.  I,  i85G,  p.  377. 

Le  tbéorèine  qui  exprime  la  probabilité  que  deux  nondires  soient 
relativement  premiers  l'un  ii  l'autre  est  fourni  par  Sylvestcr  (  Comptes 
rendus  de  V Académie  des  Sciences,  t.  XCVI,  188),  p.  .'(op),  un 
tliéorème  que  revendiquait  comme  sien  Cesàro  (Jo/i/is  Hopkins  Cir- 
cular,  ■i'^  série,  i883,  p.  85).  Fo//- aussi  la  discussion  entre  Cesàro  et 
.]eT\sen  (Comptes  rendus,  t.  CVI,  1888,  p.  iGSi).  (_)n  renvoie  le  lec- 
teur à  une  série  d'articles  de  J.  Liouville  sous  le  titre  :  Sur  quelques 
fonctions  numériques  {Journ.  de  Math.,  a'"  série,  t.  II  cl  suiv.),  el 
aussi  à  plusieurs  œuvres  de  Cesàro  (Ann.  di  Mat.,  2''  séri'e,  t.XiH). 

Moyennant  l'introduction  de  la  géométrie  des  nombres  de  trois 
dimensions  ou  plus,  les  généralisations  et  extensions  des  théorèmes 
trouvés  dans  ces  Mémoires  et  d'autres  offrent  beaucoup  d'intérêt. 
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Cofii^ruc/ivc  .se  nipportaiil  a//,f  nombres  de  Bei  iinulll  et  (CEnier 
ail  module  //"^'  ; 

Par    F.   W.    IJURSTALL. 


Ah  Volume  41  du  .loui-nai  de  Crelle,  dans  un  article  intitulé 
Ueber  elne  aligemeitœ  Ei geiiscliaft  der  ralionalen  Entwickelungs- 
côefJicÀenten.  ciner  besliminlen  Gattiuig  analytlsclien  P^uiicdoiien, 
Kummer  nous  donne  une  coni;;iiience  générale  se  rapportant  aux 
nombres  de  BernouUi  etd'Euler,  ces  derniers  étant  appelés  coe//icie/ils 
sécants  et  désignés  par  le  symbole  r„. 

Nous  nous  proposons,  dans  le  présent  article,  de  développer  ces 
congruences  et  de  leur  donner  des  formes  plus  générales,  à  l'aide 
d'une  nouvelle  congruence  qui  traite  des  diiïérences  de  zéro,  attendu 
que  ces  diiïérences  se  prêtent  facilement  à  l'étude  des  fonctions  péiio- 
diques  dans  la  théorie  des  nondjres. 


Propriétés  congruentes  de  A'o". 

l-,e  symbole  Au^=  //^. ,_,  —  //.^.  a  des  propriétés  bien  connues  lorsque 
«a;  est  une  fonction  entière  rationnelle  de  ,/•  (jui  est  de  degré//.  L'expres- 
sion A'o"  veut  dire  (|u'on  fait  /•  fois  l'opération  A  sur  x",  et  qu'alors  on 
fait ./;  égal  à  zéro. 

On  a  immédiatement  d'après  la  détinition 

A'o"  =  /•  1'    'o"~'  -+-  /•  A'o"" '. 
d'où  il  est  facile  de  déduire  (pie  Yo"  est  divisible  pari/'  (  '  ),  pour  r 

(')  Jeffkkv,  QiKiri.  .luiiriuil,  \(il.  \ll,  |).  -ï. 


24H  r.-W.     HUHSTALL. 

plus  grand  que  //, 

A'o"  =  o. 

D'après  sa  définition,  le  symbole  A  obéit  évidemment  aux  lois  ordi- 
naires de  l'Algèbre,  et  pourvu  qu'on  l'emploie  à  opérer  sur  une  fonction 
entière  rationnelle  de  ./■,  les  résultats  seront  aussi  strictement  exacts 
que  si  l'on  usait  de  toute  autre  méthode.  Pour  un  traitement  complet 
des  méthodes  symbolicjues,  et  pour  la  légitimité  de  leur  emploi,  nous 
pouvons  nous  en  référer  à  Cesàro  (  '  ). 

Si  comme  de  coutume  nous  écrivons 

(l  +  .v)'  —  I  -h  (/■),.*;•+  {r),u'--¥-  .  .  .-I-  (/■)s.r-<-!-.  .  . 

il  s'ensuit  que 

A'o"  =  /-"-(/-),(/--i)"-h(/-),(/'— 2")"  +  .. .+(-i)-'(/-—.«){r),H-. ..  +  (—.)'•(/■),_,  1". 

Le  théorème  de  Fermât  énonce  fjue 

/•''    '  —  i^o  (iiiod/j), 

tant  (jue  /•  cl  /)  sont  prcmieis  entre  eux. 
D'où,  si  /  est  un  nombre  entier, 

(Jomine  dans  ce  Mémoire  on  aura  fréquemment  l'occasion  d'employer 
l'expression  p'{p  —  i),  nous  la  désignerons  pai'  un  symbole  unique 

i'  —  p'(p^  i). 

Si   maintenant  nous  (''crivons  /i  ^^  />\-i-  /,   où    /  est  plus  petit  que  r 
j)our/*  plus  grand  que  /•  puisque 

A'o"^   /'^  (/■),(/•— 1 }'  +  ...+  (_,  )'-!(, ■),._,  i'         (mod //+'), 

il  s'ensuit  (pie 

A''o"  i=  A' o'  (  inori />' *'' ). 

l^ors(|ue  /  est  égal  à  zéro, 

A'o"  ^  ,  _  (  r),  +  (,■),,  +  ...+  (-.)'-'('•),-.. 
=  (-.)'•"  (.n<.<l //+•). 

(')   /'ri/i(i/it'.s  fin  calcul  sfi>iho/(//iie  (,}/fil/i('sis.  t88i,  p.   lo). 
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Si  i  =  o,  comme  A'o"  contient  1  /•  en  facteur 

A'o"e^o  (mo(l/j).  ''ipi 

A''o'' =  (— i)'+'         (  1110(1/»).         f<Zp. 

Quand  p  est  plus  petit  que  /•,  les  résidus  prennent  la  forme  de  séries, 
et  toutes  les  fois  que  /•  excède  un  multiple  de  p,  une  nouvelle  série 
commence,  si  bien  que  le  résultat  devient  compliqué. 

Il  est  possible  d'obtenir  des  résultats  utiles  par  des  méthodes  plus 
simples. 

Considérons  la  fonction 

<b''{ax  +  h)'"\{a.T  +  l>Y  —  I  I". 

dans  laquelle  <ï>  est  un  facteur  de  la  forme 

<J>  —  a,  A  +  a..  A-  -H  .  .  .  -h  a,A% 

les  aj  étant  des  entiers;  r  =  p'  ( P  —  i)  dans  celte  expression,  p  est 
un  nombie  premier,  a  et  h  sont  des  nombies  entieis,  et  en  même 
temps. a,  h,  p  sont  premiers  entre  eux,  ni  et  a  sont  des  entiers  positifs, 
.•r  est  une  variable  qui  peut  prendre  n'importe  quelle  valeur  entière, 
y  compris  zéro,  après  qu'on  a  fait  l'opération  fl>'. 
(!>'■  se  composera  de  termes  de  la  forme  A, A'  et 

,1  =  1 

\'{a.c  +  b)'"[(a.v  +  by-^Y'^{-^)'y^(l)„[a:r  -^  ,,  ^  b\"'  \{ax+q  +  by—l] 

•I-  ' 

tant  (pie  a(j:-\-  q  )  -\~  />   et  p  sont  premiers  entre  eux 

\aa-  +  q  —  /_»  )'  —  i  ^  o  (  iihmI /*'  +  '  ). 


Lorsque  r/ .r -+-  y  et/)  cessent  d'être  premiers  entre  cu\ 


{a.r  +  <i  +  b  )'"  =  o  (  riiod  /;'"  ), 

c'est-à-dire 

A'(a,r  -t-  b)'"  \(a.>-  +  by  —  \]"  1^  o         (  inod/j'  '  '"). 


Lors(pie  m  ^  r  +  i  //,  si  ni  —  //, 

A'(rt./-    h  b)"'\(a.v  -h  by  ~  i]=o         (rnod/*'"), 
c'est-à-dire 

»l»''(a^-+-  by"[{a.v  -t-iO)"— i]''s  o  (mod/)'^'). 


a5o 
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On  remarque  qu'on  n'impose  aucune  restriction  pour  /•  et  pour  x, 
si  bien  que  le  théorème  a  un  caractère  très  général.  Il  est  même  facile 
de  le  généraliser  encore  davantage.  En  effet,  considérons  une  série 
dont  les  termes  sont  des  puissances  de  $;  la  somme  de  ces  séries  aura 
la  même  propriété  que  chacun  de  ses  termes,  et  il  devient  ainsi  possible 
de  supprimer  la  restriction  qui  veut  que  les  a  soient  des  entiers;  ceci 
conduit  aux  fonctions  de  Bernoulli  et  d'Euler,  mais  il  nous  faut  pour 
l'instant  laisser  de  côté  un  examen  détaillé  de  ces  fonctions  impor- 
tantes. 

Pour  ce  qui  regarde  le  calcul  des  différences,  ce  théorème  est, 
je  crois,  nouveau;  on  trouve  cependant  une  formule  semblable  dans  un 
Mémoire  de  Stern  ('),  mais  il  ne  traite  que  d'un  cas  spécial.  La  notation 
non  symbolique  l'empêche,  dans  une  large  mesure,  d'obtenir  l'entière 
généralisation  des  résultats. 

J'appellerai  complèicment  përiodiqin'  toute  fonction  de  la  forme 

i\>'  (a  X  +  b)"'[{a.v  -+-  by—  i]" 

avec  une  restriction  pour  m  et  n,  mais  sans  restriction  pour  /•.  S'il  y 
a  une  restriction  pour /■,  j'appellerai  la  fonction  particUcmcnt  pério- 
dique. 

Les  nombres  de  Bernoulli. 

Par  égard  pour  la  symétrie,  qui  a  une  grande  importance  dans  tout 
calcul  symbolique,  nous  adopterons  pour  les  nombres  de  Bernoulli  la 
notation  de  (ilaisher  (^),  à  savoir 

^      =  I  4-  V,  1^  -h  V,  ^  + . . .  H-  \'„  j^  + .  . . , 
où 

Vo„+,  =r  O,  «  >  O,  X  <  2  77. 

Cette  notation  a  été  employée  pour  la  première  fois  par  Blissard. 
A  l'aide  de  cette  notation  nous  pouvons  facilement  déduire  deux 


(')   Théorie  der  Eulerschen  zahlen  {.loiirn.  de  ('relie,  vol.  "!),  |>.  (ij). 
(*)  Quart,  .lournal^  vol.  XXXI,  p.  lyS. 


CONGHUENCES     DES    NOMBRES     DE     nEItNOULLI     ET    D  EULER. 

formules  pour  les  nombres  de  Bernoulli, 


v.,„= 


A-       A^  A-"     \    .,„ 

-4-  ^î r  +■  ■  ■-■ "    • 

3  1  2,1-^1  J 


X->' 


La  première  de  ces  formules  se  prête  aisément  à  déterminer  les 
propriétés  congruentes  des  nombres  de  Bernoulli,  et  il  est  assez 
curieux  de  voir  que  c'est  la  formule  obtenue  par  Brinkley  qui,  le 
premier,  lit  usage  de  la  notation  de  A"o"'  ('  ). 

Nous  pouvons  maintenant  appliquer  le  théorème  directement  à  la 
première  formule  en  écrivant  les  nombres  de  Bernoulli  de  la  façon 
suivante  : 

2'-  (  —  -  H r  -I-.  .  .  +  (—  i)''  —  )  o"'(o'' — i)"  =  o  ('mod />'-*■'")■ 

\       2         a-'  2'  I 

m  ±ii{l-\-  I ) , 
c'est-à-dire,  si  r  =  m  +  //r. 

Faisons  //  =  i  : 

(om+i+v_i)  —  m+i*^' (.,,,,  +  1  —  ,\. — :iii±.  =  o  (modo'-'),  m  _  / -t-  I  . 

/«  +  )  -r-  r  /"  -t-  I 

Tant  que  ///  H-  i  ne  contient  pas  p  —  i  en  facteur, 

2«n-i+i' —  I  ==  2'"+'  —  I  (  innd/>'+^'  )  ; 

d'où 


/«  -I-  I  -h  (•  //(  -t-  I 


(iiiod /('+'),  /«^t'+l.  i'r= /)'(/'  —  l), 


+  1  n'étant  pas  un  multiple  de  yy  —  i  (^  ). 

Imi  donnant  successivement  à  n  les  valeurs  -i,  3,  ....  ii.  il  est  facile 


(')  Pliil.  Trans.,  1807,  p.  i3i. 

(')  Svi.VESTER  et  Serhkt,  Comples  rendus  Acail.  Se,  l.  ri -2,  p.  107. 

Joitni.  de  Math.   (-'  si'-iic),  loiiie  H^  —  l'asc.  III,  11117.  '^•' 
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de  voir  que  "■ 


(mod/)'*'").  /«     /i(/+r). 

Lorsque  /=o,  nous  obtenons  la  congruence  de  Kummer  (';. 
Glaisher  donne  ce  théorème  pour  n  r=:i,  /  =  o  dans  plusieurs 
articles  (^);  il  est  certain  qu'il  io;norait  les  résultats  auxquels  était 
arrivé  Kummer. 

En  donnant  à  nt  -+- 1  des  valeurs  diverses,  on  obtient  quelques 
résultats  intéressants. 

Soit  m  -+-  I  =  p'  -^ p"  (a  étant  un  nombre  eIltier^,  «  =  i  ;  /»  +  i  ne 
contient  pas  ^  —  i  en  facteur  et  est  pair. 

\,..:^,,.    _   Vtr^  (mod/;'-'),  a  =  i; 


li^i:  _      ^>"/'-''  (  mod  //+'  )  ; 

ap.-i        p'(p  +  i)  ' 

mais 

\.2p=o  (iiiod/>). 

En  donnant  successivement  à  /  les  valeurs   i,  2,  3, 
obtenons 

V,^,.,  ^  o  (  mod p"  ). 


Soit    ///  ^  I  =  //   /.^  —  I^-2u^,    où    |7.    nest    pas    égal    à    zéro    et 
2.'J.<^  p  —  I  . 

*  ;''(>~n-2|Ji.)  '  27. 


p'(  '/.p  —  I  +  2|U.)  2  fj. 


(  mod  /)'■'): 


SI  A  —  2  a, 
si  a  =  1, 


— =^4n  —  {modp'*'); 

}lX^   ^Xl^l.  (,„od//+' 

2/>'  +  '  -2  12  '  ■ 


,"  )  .h, limai  ilr  Crrllc.  vol.  V!,  p.  S;  I . 
(*)    Quart.  Joiirmil,  Mil.  .WXl,  p.  253 
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Généralement,  comme  2[j.  est  au  plus  égal  k  p  —  2  et  comme,  d'après 
le  théorème  de  Slaudt, 

.,    .11  1 

^'^'  3  'i         '  '  '         2  p.  -+-  I 

si  2[v.  est  un  nombre  premier  — ^  ne  contiendra  pas  p  au  dénomi- 
nateur; d'où 

V5,j.,,,  +  i  ^  o  (  modp''^'  ) 

tant  que  ■i[j.  <C,p  —  i . 

Adams  (  '  ),  dans  l'Introduction  de  sa  Table  agrandie  des  nombres 
de  Bernoulli,  fait  allusion  au  théorème  que,  lorsque  V^„  contient  p  et 
non  p  —  I,  il  est  divisible  par  p,  et  il  suppose  que  le  résultat  compris 
dans  les  limites  de  ses  Tables  est  vrai,  en  général,  ces  dernières  allant 
jusqu'à  V,., , . 

Dans  tous  les  résultats  ci-dessus/)  doit  être  un  nombre  premier  plus 
grand  que  3. 

J'ai  obtenu  le  résidu  de  V^,,  au  module/?'*'  quand 

?.«  —  r  —  pHp  —  1  ), 

ce  qui  complète  le  traitement  général  des  nombres  de  liernouUi;  le 
résultat,  qui  fait  pendant  au  tliéorème  de  Sylvester  sur  les  résidus  des 
nombres  eulériens,  est  susceptible  d'un  certain  nombre  de  déductions 
qui  seraient  trop  longues  pour  le  présent  Mémoire. 

Les  nombres  d'Kuler  sont  particulièrement  intéressants  du  fait 
qu'ils  sont  entiers,  et  que,  contrairement  aux  nombres  de  Bernoulli, 
ils  sont  complètement  périodiques;  il  vaut  la  peine  de  signaler  que 
les  nombres  d'Euler  et  de  Bernoulli  sont  des  cas  spéciaux  de  nombres 
que  Cesàro  (-)  appelle  «  les  nombres  ultra-BernouUicns  et  ultra- 
Eulériens  »  et  dont  les  propriétés  ont  un  rapport  marqué  avec  les 
nombres  plus  familiers  de  Bernoulli. 

Je  compte  donner  plus  lard  certains  résultats  généraux  sur  la  divi- 
sion de  nombres  dans  lesquels  ces  nombres  jouent  un  rôle  important. 

Je  définirai  les  nombres  d'iùiler  comme  suit  : 


-—.  -  I  +  M,  -j-  -t-  E,  —  +  ...  H-  i;,,,  - —  + 

h         Ll  [1^ 


(')  Journal  de  Crcllc.  vol.  H.'i 
(-)  Noin-clles  Aiinali-s,  I.  \,  1 
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X  <^  —donne  une  série  convergente.  Lorsqu'on  l'exprime  en  termes 
des  différences  des  zéros, 

V  /        xf^'o""       "^ 

lj.,„  =       >      ( T  )^ -COS«-t-Iy 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

i^-=i:(-o^^[(.+v'~r'+(.-s'~v^'i, 

on  peut  avec  avantage  écrire  cette  série  comme  suit  : 

Le  théorème  général  de  congruence  s'applique  maintenant;  après 
avoir  multiplié  par  une  puissance  de  2,  on  obtient 

IÏ-2«+«.—  ('Oi  E„„+;r^,+  («)2E.,„+^r5,-f-.  .  .  +  (-  i)"  E,„,  =  o  (  mod/j<'+""), 
iin~Ln{i->ri'),         i-^sp'{p  —  i); 

si  «  :=  1, 

lî'2m-f'i'^  E.,,„         (nioclp'+'),         2«i^('H-i; 
si  2///  =  /, 

lî,+,,si  E,  (mod/)'  )■ 

2  m  n'est  pas  soumis  à  la  restriction  qu'il  doit  être  un  multiple  de /_)      i 
comme  c'était  le  cas  avec  les  nombres  lîernoulliens. 

Ce  théorème  fut  donné,  sans  démonstration,  par  Sylvester  (')  et 
fut  démontré  par  Stern  ('■).  En  mettant  pour  im  diverses  valeurs  ces 
congruences  intéressantes  deviennent  manifestes;  si  2.ni=p'-\-p", 
alors 

E,„M+,„,=  E,,,+,,.,         (inoil /?'■*'): 
si  a  =  /, 

l';,,..,+,„  =  E,^„         (  m  od />'"): 
si  a  =  / -I-  I , 

E,i,.  +  ,—  E,,,+,+,,,—  E.,,.         (mod/>'+'); 

(')   Comptes  rendus  Acad.  Se,  l.  52,  p.  ?.i3. 
(^)  Journal  de  Crelle,  l.  7!),  p.  89. 
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d'où 

Ejp^  Ej  (modp  ), 

E,^.=  E2^,  (modp-), 

Ey,n  ^  E,,,„-,  (  mod  p"  )  ; 

si  2nt  =(X  —  i)\p'{p  —  i)+  2/], 

lî).p'(p-ii+2r  =  E)~/.';/.-i)+2(  =.  .  .=  E/,,,^,_,,+2,  ( motl/J'+'  ), 

o  Ù2/  peut  avoir  n'importe  quelle  valeur,  y  compris  zéro,  et 

Kp,^l,^l,+2,  =  Ej,         (  niod/('+'  ).         a  /  i  t  +  i  ; 
si  2  /  =  p  —  I  , 

E,,,,+|,, ,,_!,=  E,,_,         (mod/y+'). 

Un  résultat  qui  est  vrai  pour  toute  fonction  périodique  et  aussi  pour 
les  nombres  Eulériens  est  la  relation  entre  les  résidus  de  E^/^_,, 
et  de  E^,_| ,  le  module  étant  p'"^' , 

\'^p-i=  E|,,,+„,,_,=  E,,,,+,,— =  E,,,,+,,,Trr         (mod />'■+■), 
où  /  est  n'importe  quel  nombre  entier,  soit  r  ^^  p' ,  d'où 

E2p,,^_„=  Ep_,  (niod/j'+'). 

mais 

E,.,,,  ,,_„  =  E— ,,„,,,_n  +  .  .  .  =  E,,„^~  \^i,qr-i         (  mod/)''+'  ), 

c'est-à-dire 

E,.,,.,^_ii  =  Ep_ ,         (  mod/y+'  ),         p  —  ili-\-  \. 

Je  vais  démontrer  maintenant  le  très  élégant  théorème   donné   par 
Sylvester  dans  la  Note  citée  plus  haut. 
Stern  trouve  les  résultats  suivants  : 

l%„  ^  o         (mod/j), 

lorsque  est  pair; 

E.2„  ss  2  (  modyy). 

lorsque^ est  impair, /; —  i  étant  un  facteur  de  m. 

Le  théorème  général  de  Sylvester  est 

I?  1    .• , ,  p  —  '      ■ 

T'î/,--    I)  (  iiio(l/j'  +  ' ), pair: 

E2„=2  (mod/)''').  — impair, 

p'{p  —  I  )  étant  un  facteur  de  2//. 
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Après  avoir  donné  sa  démonstration,  le  module  étant  {p),  Stern 
renvoie  au  théorème  général  dans  les  termes  suivants  : 

«  J'ai  déjà  parlé  plus  haut  de  cette  généralisation  et  de  son  rapport 
avec  la  formule  simple.  » 

La  généralisation  à  laquelle  il  fait  allusion  est  l'extension  du  théo- 
rème de  congruence  du  module  p  au  module  p'"*"'  ;  il  ne  donne  aucun 
preuve  que  le  reste  sera  le  même  dans  le  cas  du  module  plus  général 
et  il  me  semhle  qu'une  démonstration  complète  devrait  traiter  du 
module  général,  vu  qu'il  y  entre  des  termes  qui  n'apparaissent  pas 
dans  le  cas  simple. 

L'expression  A"(f/o -i- i)"' est  employée  pour  exprimer  le  résultat 
\"{ax  -+- 1)'"  où,  après  avoir  fait  n  fois  l'opération  A  sur  (a.r  +  i)"', 
la  variable  x  devient  égale  à  zéro. 

Il  est  facile  de  démontrer  que  les  nombres  Eulériens  peuvent  être 
écrits  comme  suit  : 

/         A       A-        A^'  A-"  \  , 

E,„=        I i ; -h.  .  .H —       (2  0   +  l)'". 


Les  propriétés  congruentes  peuvent  se  déduire  de  la  formule 

A'(2  o -h  i)"'=(-~i)'-[i-^"—(/-),  3^" +(/■).  5^" -1-. ..+  (->)■•('■).<(■-'•■« -+->)'"  +  •••]; 
si  2«  :=  ^'P'(p  ~  I  ')  alors  le  théorème  de  Fermât  prouve  que 

(a  5 -I- i)-"  ^H  I  (mocl/j'  +  ' 

excepté  lorsque 

2  .ç  -I-  1  ï=  o  {  mof\ p). 

Soit  '/  la  plus  petite  racine  de  la  congruence 

■.IX-  -h  i   ^  O  (  1110(1  p), 

or 


les  autres  racines  seront 

"7  •!-/'>  '/    H  2/7,  ...,  '<y-+-7/J,, 

OÙ  X  est  exprimé  par 

'/.p  -h  t  =  r  —  f/, 

l  étant  moindre  que/j,  c'est-à-dire 

A''(ao-f-;)"'EiE  (-!)■/"  "■[(,■),,- (/■),4.„-H..--^-(-'y('0v+x/J         (inod /;'"), 
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comme 

I  -  ('•),+  ('•)»  +  •••+  (-0''('-)'  =  (■  -  ')''=o, 

d'où  pour  des  valeurs  de  r  jusqu'à  /•  =  y, 

A'(2o  +  1)'"=;  o         ( mod />'■+')• 

Gomme  A'(2  0  -f-  i)'"  est  multiple  de  !_r  pour  des  valeurs  de  r  égales 
ou  supérieures  à /?(/>-  i).  les  termes  A'^(2  o  4- 1)'"  se  divisent  par  p'*', 
mais  nous  garderons  certains  de  ces  termes  dans  le  reste. 

En  introduisant  les  valeurs  de  Y(io^  i)""  et  en  arrêtant  la  série 
quand  /•  =  p'"'—  i 

,=,,'+'-1 

2-^''E,„^-  2  (- ')n('-)y-('-)7^p+ •••+(-')'■('•  W^]2^"-'- 

(niod/)'"^'  ). 

Pour  illustrer  les  différentes  méthodes  de  preuves  pour  le  cas  général 
et  le  cas  particulier  de  /  =  o,  considérons  d'abord  le  dernier. 
Comme  ('•)?+/'  *^^  '^^  P^"^  grandes  valeurs  n'apparaissent  pas, 


7  -H  2  9  +  I       I 


C/-^l...p 


Dienger  (  '  )  donne  la  série  suivante  : 

m  ni{nt-i-i)     .,  /)i(ni-h  J).  .  ■  (>»  -h  ':  —  i) 


Li' 


il 


{i  —  xy- 


Ll 


■  (i  —  x).r"'-^"-'  +  .  .  . 


(  »i  +/()...«-+-  2 


I  —  ./'"'"' j;"" 


ce  qui  est  vrai  lorsque  //i  et  /«  sont  des  nombres  entiers  positifs  et 
que  X-  a  n'importe  quelle  valeur,  l'unité  exceptée. 

Si  ///  -4-  n  =  p,  tous  les  termes  après  les  deux  premiers  contiennent  /> 


(')  Journal  de  (J relie,  vol.  VI,  p.  48. 


2:58 

F 
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en  facteur 

■,  soit  .f 

= 

I 

1   := 

</  +  !, 

E,-: 

,= 

•  +  ( 

—  1 

27+i 
)1 (  11' 

—  \)X2l'- 

1 

= 

i  +  (- 

—  1 

Y'ii  —  i'') 

(  mod 

P) 

= 

.  +  (- 

—  1 

J7+1. 

d'où 

pour 

q  pair 

lî.- 

i=o 

(  modp), 

pour 

(f  im 

pau' 

E.- 

.,=  2 

(  motl/j). 

( modp) 


Cette  méthode  ne  peut  pas  être  appliquée  au  cas  général  parce 
qu'alors  tous  les  termes  de  la  série  de  Dienger  ne  se  divisent  pas 
par  p'"^'  ;  il  faut  en  conséquence  rechercher  une  preuve  tout  à  fait 
différente;  l'emploi  des  racines  de  l'unité  en  rapport  avec  les  propriétés 
congruenles  des  nombres  Bernoulliens  fut  porté  à  ma  connaissance 
par  une  étude  d'Hermite  (  '  ).  Soit 

^■''  —  I  =  (  .r  —  1  )  (  a-  —  w,  )  (  a-  —  oi„  ).  ..(.!-■  —  fj,,_,  ) 
et  soit 

S[/(oM]  =/('-..,)  +/(«,)+.  ..+/(o.^,_,), 

alors  il  est  bien  connu  que 

S(t.)')  ^o  (excepté  pour  r  :=  p-p), 

S  (mW  )=/._,; 

d'oi'i 

OÙ  X  a  la  même  valeur  qu'auparavant,  c'est-à-dire 

,=,,'+1-1 


"■'=-  1  ''j::-:    ■'■-"""-^' 


S(t  — «yo,/'^ 

^_(i-m)''' 
(I  — oj)2  (I  — w  )/■'+'-" 

2-  2/'        I 


2/"""' 

1  —  (,) 

2 

2(1  —  tO  )/'""' 

I  +  0)  2'""^'(l  -t-    W)' 


(')  Journal  de  Crc/le,  vol.  81,  p.  i){\. 
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S(— ^^  prend  une  forme  remarquablement  simple  que  je  n'ai  pas 

encore  vue,  mais  qui  est  probablement  connue. 
Comme  co,co^,_,_(=  i , 

\  1  -h  M  7         \  1  + 
c'est-à-dire 


S 

\  '  +  ''' . 

si  /  est  pair,  écrivons 

—  s    (^^^'  +  'Hm-— 1)    ^  p-^ . 
L       fj)  -+- 1        J         ^    ' 

=  s    I  (  0)^  -+-[)(  M^  "'    -  '..'^  ""■-...- 

si  /  </),  S(a)')  =  o, 


p-zl. 


pour  /  impair,  la  même  méthode  donne 

V  I  +'.j/  ■?. 

pour  /  >  /j,  soit  I  -—u.p  -\-  ^.  (~  <i  p), 


(-■r-^^ 


Nous  pouvons  passer  ensuite  à  l'évaluation  de  E^„,  où 
E,„-i S -r-— n ^0."   -^      /.^\  (mod/j'-'); 

/)  —  I  I    (  I    +  M  )    I  ■?.!'       />  ~  \  (  I  -+-  '.1  ) 


comme  y  =  ^- >  P  —  'J  —  — ;; — 

Journ.  lie  Vdlli.  (7'  série),   lome  111.—  l'asc.  III,  i<)i7. 


M 
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Considérons  l'expression 


.S-^(ir„)'''*' 


en  notant  que  z)'"^'  est  impair,  et  de  là  qu'il  y  a  un  nombre  pair  de 
termes  dans  la  série;  le  terme  entre  crochets  est  égal  à 


c'est-à-dire  que  la  série  est  formée  de  p  termes  positifs  suivis  de 
termes  né^^atifs;  ceux-ci  peuvent  être  nommés  les  «  vagues  de 
Sylvester  »  ('). 

Comme  les  coefficients  binomiaux  sont  égaux  de  chaque  côté  et 
qu'il  y  a  un  nombre  égal  de  vagues  positives  et  négatives,  la  série  est 
égale  à  zéro  et 


P 


S.      ij   -T-    I  ■ 

1 est  impair. 


■  p  +  ' 
SI est  pair. 


£JZ_1 

> 

lij„=2  (moil/'"'). 

Il  est  à  remarquer  que  la  preuve  est  tout  à  fait  générale  par  rapport 
à   la  valeur  de  y,  c'est-à-dire  que  le  théorème  est  applicable  à  des 

(')    Oiitdl .  .Inin  liai,  vril.  I.  |i.   u'i?.. 
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expressions  telles  que  — % — '  où  a  est  un  nombre  premier,  puisque 
clans  ce  cas  y  sera  la  plus  petite  racine  de 

ax  -\-  \^^o  (  lïiod  p  ) . 

Le  cas  plus  général donne  un  reste  de  inrme  forme,  mais  les 

vagues  ne  s'anuulent  pas  Tune  l'autre. 
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Mcnioirc   sur    les   ^i(j//nc\   lésuliihlcs ; 
Pau    Camiilk    .IORDAIV. 


Préliminaires. 

Ij'objel  principal  de  iioLre  l'iailé  des  Subslitulions  élail  la  solulioii 
des  ([ueslions  suivanlcs  : 

l'i'.oiii.ioii.  A.  —  ('onslriii If  les  ij^rouites  rcuotuldr.s  niaxhiia  de 
■siih.slilulioiis  e.iitri'  i\  Irllri's. 

PiîOBLÈME  B.  —  Cott.slniirc  les  a^roiipcs  rrsoli/l)l<'\  pri///(iircs 
i)i.a.ti.ma  coiiLcims  dans  h'  groupe  des  .subsllliiliniis  linédircs  lionio- 
gpiies  à  II  varialdrs  (tnod.  p). 

l'r,()i:i.KJii.  (j.  -  (Jperrr  hi  iiiciiic  roitslrucliini  fii  ti'i'm.pluy'ant  qin- 
des  sid)sliliiti(tiis  assujcUies  à  reprodiiiri-  à  un  facteur  près  une 
forme  4>  (  niod.  p  )  (r/uad  ru  tique  si  p  zi^  i,  lii  linéaire  gauche  à  deux 
systèmes  de  rarifdjies  eogrédirnles  si  p  <\sl  luipuh)  et  dr  disrii- 
minant     o  (  luod.  p). 

Nous  avons  oljleiiii  la  solution  siniullanée  de  ces  trois  problèmes  par 
r/'lablissement  d'une  échelle  de  récurrence  qui  les  ramène  les  uns 
aux  autres  jusfpi'au  moment  où  le  résultat  peut  s'écrire  immédia- 
tement. 

Dans  un  Mémoire  postérieur (  Memoiie d,cLlu  l'onll /icia  Accadeniia 
Roinana  dei  Nuui'i  fj'/irei,  vol.  XXVI  ),  nous  avons  simplifié  cette 
analyse  et  montré  que  les  mêmes  procédés  de  réduction  ne  cesseraient 
pas  de  s'appliquer  si,  dans  l'énoncé  du  [iroblème  C,  on  supposait  <!• 
(|uadiatique  el  p  inqiair,  ou  «P  bilinéaire  et  />       ■'. 

Nous  avons  toutefois  lait  rismarquer  à  la  lin  de  eo  travail  (pie  parmi 

Joiirii.  lie  .\falli.  {--  sei-ir),   tome  III.    ■      1-ks<-.  IV,    lyi-.  35 
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les  nombreux  groupes  que  fournit  la  méthode  il  en  est  quelques-uns 
qui  ne  sont  pas  maxima.  La  solution  ne  sera  donc  pleinement 
satisfaisante  que  lorsqu'on  aura  indiqué  le  moyen  de  les  exclure. 
L'espace  limité  dont  nous  disposions  ne  nous  permettant  pas  de  dresser 
le  Tableau  complet  de  ces  exclusions  nécessaires,  nous  nous  sommes 
borné  à  renvoyei-  aux  (chapitres  \  I  et  VII  de  notre  Traité,  où  la  ques- 
tion se  trouve  discutée,  sous  les  restrictions  imposées  à  la  forme  4>dans 
l'énoncé  primitif  du  problème  C  Les  méthodes  employées  restent  en 
effet  applicables  au  cas  où  ces  restrictions  seraient  supprimées. 
Mais  elles  sont  pi-ésentées  dans  l'Ouvrage  cité  sous  une  forme  assez 
confuse,  et  quelques  fautes  de  calcul  s'y  sont  glissées  et  sont  à  rec- 
tifier. Nous  nous  proposons  donc  de  reprendre  cette  discussion 
dans  le  présent  travail,  qui  formera  la  suite  naturelle  du  Mémoire 
des  Nuovi  Lino-i . 

Une  première  Section  sera  consacrée  à  la  réduction  du  problème  A, 
sujet  qui  n'avait  pas  été  traité  dans  le  Mémoire  susdit. 

Dans  une  deuxième  Section,  nous  abordons  les  problèmes  B  et  C. 
Après  avoir  rappelé  sommairement,  comme  la  clarté  l'exigeait,  le  pro- 
cédé de  construction  des  groupes  cherchés  établi  dans  le  Mémoire  des 
}Juoi>i  Li/irri  (  '),  nous  donnons  le  Tableau  des  précautions  à  prendre 
dans  l'application  de  la  méthode  pour  éliminer  les  groupes  qui  nesont 
pas  maxima,  et  nous  montrons  que  ces  exclusions  sont  nécessaires. 

Il  est  plus  malaisé  d'établir  qu'elles  sont  suflisanles.  Nous  y  par- 
viendrons en  montrant  qu'en  désignant  par  L"et  1^"  deux  quelconques 
des  groupes  conservés,  L"  ne  peut  être  contenu  dans  L"  sans  lui  être 
identic|UP. 

Nous  montrerons  d'abord  (Section  III)  que  si  L°  est  un  des  groupes 
que  la  méthode  indique  comme  pouvant  être  primaire  et  indécompo- 
sable, il  le  sera  en  réalité.  Il  ne  pourra  donc  être  contenu  dans  L"  si 
celui-ci  est  décomposable. 

La  proposition  à  établir  étant  supposée  vraie  pour  les  groupes  qui 
contiennent  moins  de  variables  que  ceux  que  l'on  considère,  nous 
verrons  (Section  IV  )  (|u'elle  subsiste  pour  ceux-ci  s'ils  sont  tous  deux 
décomposables. 

Reste  le  cas,  plus  clil'licile,  où  L"  est  indécomposable.  Il  exige,  pour 

(')  Pour  les  dém^mstrations,  nous  renverrons  à  ce  .VI émoi re en  le  dé^if^nant  par 
la  notation  abrégée  IV.  !.. 
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être  traité,  l'élude  préliminaire  de  deux  des  propriélés  de  ce  groupe. 

Nous  assignerons  tout  d'abord  (Section  V)  une  limite  supérieure  au 
nombre  des  fonctions  linéairement  distinctes  qu'une  de  ses  substi- 
tutions peut  laisser  inaltérées. 

Nous  étudierons  d'autre  part  certains  de  ses  sous-groupes  abéliens  et 
nous  déterminerons  une  limite  supérieure  de  leur  ordre  (Section  VI  ). 

La  combinaison  deces  résultats  nous  permettra  d'achever  la  démons- 
tration du  théorème  : 

1°  Si  L"  n'est  pas  indécomposable  (Section  VIT\ 
2"  S'il  est  indécomposable  (Section  \  IIIV 


I.  —  Réduction  du  problème  \. 

\..  Groupes  primili  fs.  Lu  groupe  résoluble  G  de  substitutions 
entre  N  lettres  contient  par  définition  un  (ou  plusieurs)  sous-groupes 
invariants  abéliens  (  '  ).  Soit  F  l'un  de  ces  sous-groupes,  choisi  de  telle 
sorte  que  son  ordre  soit  minimum;  nous  l'appelleions  la  baseàeAi. 

Si  (i  est  primitif,  F  sera  nécessairement  tiansitif.  D'ailleurs,  chacune 
de  ses  substitutions  (l'unité  exceptée)  déplace  toutes  les  lettres.  Car 
soient  S  une  de  ces  substitutions  qui  laisse  immobile  la  lettre  a\  h  une 
autre  lettre  quelconque;  T  la  substitution  de  F  qui  remplace  a  par  A:  la 
substitution  T"'ST=:S  laisssera  b  immobile.  Donc  elle  se  réduit  à 
l'unité. 

Soit  /)  un  nombre  premier  dont  l'ordre  divise  celui  de  F;  1'' con- 
tiendra des  substitutions  d'ordre  ^,  formant  un  groupe  F  évidemment 
abélien  et  invariant  dans  (1.  Son  ordre  sera  une  puissance  de  p,  telle 
que/?". 

D'ailleurs,  F  étant  minimum  par  hypothèse  se  confond  avec  F'. 

Donc  l'ordre  de  F,  et  le  nombre  des  lettres  de  G,  qui  lui  est  égal, 
sont  égaux  à//';  F  sera  dérivé  de  ii  substitutions  génératrices  A,,  ...,  A„ 
d'ordre  p  et  ses  substitutions  auront  pour  forme  générale 

A^  \? . . .  v^^ 


où  a,,  ...,  a„  varient  de  zéro  k  p  —  i. 


(')  Un  groupe  est  dit  al'élien  lorsque  toutes  be>  substitutions  sont  érhan- 
geables  entre  elles.  Nous  avions  donné  jadis  une  autre  signification  à  ce  terme: 
mais  l'usage  ne  l'a  pas  consacrée. 


2n(i  r,\:\iii.i  I.    ronnAN. 

2.  Caraclérisons  les  p"  lettres  de  G  au  nioven  de  //  indices  .y, ,  . . . , 
.'„  variables  de  o  à  /?  i  (  inody:»).  La  lettre  à  laquelle  on  attriliuera 
les  indices  oo...  étant  arbitrairement  choisie,  donnons  les  indices 
a,,  ...,  a„  à  celle  que  la  substitution  A'. ..  A*' lui  fait  succéder. 

L'égalité 

V  ;  ■ s ;,"  \ ^' \,^"  r-  \  ;  .+=i. . . .  a;,-  •^" 

montre  que  cette  même  substitution  remplacera  la  lettre  ( ./  , .'  „  ) 

par  la  lettre  ( ./;,  +  a, ,  ....  ./„  -+■  a„  ). 

Si  p"  ^  2,  les  substitutions  de  (i  se  réduisent  à  celles  de  sa  base. 
Dans  le  cas  contraire,  cherchons  la  forme  des  nouvelles  substitutions 
que  Ci  peut  contenir. 

7*.   Soit  S  l'une  d'elles,  l'allé  transformera 

A,     en      £_[A^:'>  (/=:  1 „) 

I.  -I 
(le  délerminani  des  d  n'étant  pas  nul  ).  Or,  la  substitution   V  (pii  rem- 
place l'indice 

./■/,      |uii'       >  r/,/ ./■,  ( /,=  1 ,   ...,«) 

produit  ce  résultat. 

On  aura  donc  S  =  TU,  U  étant  une  nouvelle  substitution  échan- 
geable à  tous  les  A,-,  et  par  suite  faisant  partie  de  la  base. 

Le  groupe  G  s'obtiendra  donc  par  l'adjonction  à  sa  base  de  substi- 
tutions convenablement  choisies  dans  le  groupe  linéaire  homogène. 
Celles-ci  forment  un  groupe  1^  isomorphe  à  (x  et  par  suite  résoluble. 
Il  devra  être  maximum  dans  son  espèce. 

D'ailleurs,  on  prnt  transformer  G  par  une  substitution  linéaire  (|u('l- 
conque  exécutée  sur  les  variables  x.  Celte  opération  revenant  à 
changer' le  choix  des  substitutions  A  génératrices  de  la  hase,  les  divers 
groupes  ainsi  obtenus  ne  seront  différents  que  par  la  iiolation. 

i.  l'our-  ([lie  (j  soit  primitif,  il  est  encoie  nécessaire  tpre  L  soit  pri- 
mairi;.  S'il  existait,  en  ollrl,  une  fonction  linéair-e  homogène  o,  des 
variables  x  telle  que  ses  tr-ausformées  par-  les  diverses  substitutions 
de  1.1  s'exprimassent  au  moyen  de  ///  fonctions  linéairement  distinctes 

seulement,  ç>, ç-,„,  m  étant  moindre  que  n,  on  obtiendrait  par'  un 

changement  (le  variables  un  gr'oupe  semblable  à  L  dont  les  substilii- 
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lions  auraient  toutes  la  forme  suivante  : 
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■'■/,      "1/,  ''1  +  .  .  .  +  a,„i;J\ 


ni  ;  /  ---  III  +  I , 


")■ 


et  si  l'on  réunit  dans  un  même  système  toutes  les  lettres  pour  lesquelles 
les  m  indices  r,,  .  ..,  /„,  ont  les  mêmes  valeurs,  il  est  clair  que  les 
substitutions  ci-dessus  feraient  succéder  à  l'ensemble  des  lettres  d'un 
système  celui  des  lettres  d'un  autre  système.  Le  oroupe  Ti  ne  serait 
donc  pas  primitif. 

(>elte  condition  est  d'ailleurs  suffisante.  Su|)posons,  en  oflet,  (|ue  (! 
ne  soit  pas  primitif.  (Jelles  dessuljstitutionsdesa  base  qui  ne  déplacent 
pas  le  système  s  auquel  appartient  la  lettre  (  00...  )  formeront  un  sous- 
groupe  de  la  base.  Soit  p"~"'  son  ordre.  Tl  résultera  de  la  combinaison 
de  //  —  ///  substitutions  génératrices  qu'il  est  permis  de  supposer  n'être 
autres  que  A,„+ A„.  Les  substitutions  obtenues  par  la  combi- 
naison de  celles-là  étant  les  seules  de  la  base  qui  ne  déplacent  pas  le 
système  .v  seront  permutées  entre  elles  par  celles  des subsii lu  tions  de  (  '• 
qui  ne  déplacent  pas  .v  et  en  particulier  par  celles  de  L  [lesquelles 
laissent  immobile  la  lettre  (  on...  )|.  Donc  les  substitutions  de  L  seront 
(le  la  forme  (  1  ),  de  sotte  qu'il  ne  sera  pas  primaii'e. 

l'.nfin,  pour  que  (  !  soit  maximum,  il  fautencore  que  L  soit  maximum 
dans  son  espèce.  On  est  ainsi  ramené  au  problème  I). 


i>.  (Iruupcs  iiun  jHiiinli  fs.  —  Soient  (1  un  groupe  résoluble,  entre  N 
lettres,  transitif  mais  non  primitif:  v,,  s.,,  ...,  .v„,  les  systèmes,  de  \ 
lettres  diacun,  entre  lestpielles  ses  lettres  sont  supposées  se  partager. 

Celles  des  subslitulions  de  (i  ipii  ne  déplacent  pas  le  système  .v,, 
sont  de  la  lorme  S/,'!',  où  S^  est  opérée  entre  les  lettres  de  .V/,  et  T  entre 
les  autres  lettres.  Rlles  constituent  un  sous-groupe  H/,  de  G,  qui  s(M-a 
résoluble.  Les  substitutions  [larlielles  S/,  foinienl  un  groupe  1'^  iso- 
morplie  à  H/,;  lui  aussi  sera  donc  lésolulile. 

<  )r,  on  peut  établir  entre  les  lellresdesdiveiss>slèmes  une  correspon- 
dance telle  (pie  parmi  les  substilutions  de  (i  (pii  font  succéder  .s/,  à  s,  il 

V  en  ait  une  I  /,  où  chaque  lettre  soit  i-emplacée  par  sa  correspondante. 

Cela  posé,  chaque  substitution  de  G  estde  la  forme  VS|'S.,  ...S„,  ; 

V  déplaçant  les  systèmes  en  remplaçant  chaque  lettre  par  sa  corres- 
pondante et  S^  étant  une  substitution  opérée  entre  les  lettres  de  s,_. 
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(  )i',  on  voit  aisément  que  grâce  à  la  correspondance  établie  : 

i"  Chacune  des  substitutions  S^  appartiendra  à  F/.  (  '  i: 

2"  Les  (groupes  F, ,  . . . ,  V,„  sont  tous  semblables  : 

'V'  Les  déplacements  V  des  systèmes  forment  un  autre  groupe  d 
isomorphe  à  (i  et  par  suite  résoluble:  elles  transforment  d'ailleurs  les 
groupes  F  les  uns  dans  les  autres. 

Le  groupe  (A,  F,,  ....  F,„  )  sera  donc  résoluble.  Mais  il  contient  G. 
Donc  .si  G  est  maximum,  il  se  confondra  avec  lui;  et  sa  construction 
reviendra  à  celle  des  deux  groupes  1  et  F,  ayant  respectivement  m 
et  M   pour  nombre  de  leurs  lettres. 

Si  le  groupe  G  admettait  plusieurs  répartitions  de  ses  lettres  en 
systèmes,  nous  supposerons  avoir  adopté  celle  où  ^'  est  maximum. 
Dans  ce  cas  A  sera  primitif;  rn  sera  donc  une  puissance  de  nombre 
premier,  telle  que />". 

(>.  Soit  v', ,  .V.,,  ...  un  autre  groupement  des  lettres  en  systèmes. 
(  Ibacun  de  ces  nouveaux  systèmes  sera  contenu  en  enlierdans  lun  des 
anciens.  Supposons,  en  effet,  que  l'un  d'eux  s^  contint  à  la  fois  une 
lettre  a  de  .s,  et  une  autre  lettre  ù  d'un  autre  système,  tel  que  s.^.  Les 
substitutions  de  F,,  laissant  ft  immobile,  ne  déplaceraient  pas  if, .  Les 
lettres  de  F,,  qii  elles  font  succéder  à  a,  appartiendraient  donc  toutes 
à  .<;\.  Il  contienrlrait  donc  contre  l'hypothèse  plus  de  lettres  que  .y, . 

Soient  donc  .v/, ,.  . . .,  s/,,,,  ceux  des  nouveaux  systèmes  qui  sont  con- 
tenus dans  .v^;  N  '  le  nombre  des  lettres  de  chacun  d'eux.  La  construc- 
tion de  1',  reviendia  ,à  celle  de  deux  groupes  successifs,  l'un  A'  de 
déplacements  d'ensemble  des///'  systèmes  .9,,,  .  .  .,.v,„, ,  l'autre  F, ,  entre 
les  \"  lettres  de  s, ,. 

Si  l'on  a  choisi  les  systèmes  .s'  de  telle  sorte  que  N"  soit  maximum, 
A'  sera  primitif  et  m'  une  puissance  de  nombre  premier  telle  que  //" . 

On  verra  de  même  que  s'il  existe  un  autre  groupement  des  lettres 
en  nouveaux  systèmes  .s",  contenant  chacun  IN"'  lettres,  chacun  d'eux 
sera  contenu  dans  l'un  des  systèmes  .v';  et  que  F,,  résulte  de  la 
combinaison  d'un  groupe  A"  de  substitutions  d'ensemble  entre  ceux 
des  systèmes  v"  qu'il  contient  (lequel  sera  primitif  si  N"  est  maximum) 


^^'  j  lin  elltjl  soil  .V,  le  >^»léiim  imcjucl  V  lail  bucceiler  A>.  Le  groupe  G  coiUieiU 
l:i  substitution  U^' î',  VS^  S',  ...  S'„,  qui  ne  Ht-place  pas  le  système  sn  mais 
eH'pclue  sur  sps  Ictlies  l"opératiini  SJ.. 
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el  d'un  grouper,,,  de  substitutions  opérées  sur  l'un  des  systèmes  .s" 
que  r,,  contient. 

Poursuivant  ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  ait  épuiséje  nombre  des  groupe- 
ments possibles  en  systèmes,  on  arrivera  à  un  dernier  groupe  1",,..  . 
qui  sera  primitif  comme  les  ii.  D'où  la  règle  suivante  pour  la  construc- 
tion des  groupes  non  primitifs  maxima  : 

Dèr.onipusf'r  N  en  un  piodiiil  de  fadeurs  successifs  ni^  //* ,  . .  .,  m' 
liant  chacun  soit  une  puissance  d''un  nombre  premiet-;  construire 
des  groupes  primitif  s  1^  \' ,  .  ..  \'  desubstilulions  entre  nisystènies  s, 
pins  entre  m'  syslènies  s  ,  rte.-.  enfin,  entre  les  m'  h-ttres  du  dernier 
système  s'"\  le  groupe  cire  relie  sera  île  la  forme 

I  A.   A  ....  Al 

7.  Pour  qu'il  soit  niavimum,  il  faut  évideuiment  que  chacun  des 
groupes  A,  A',  ...  le  soit;  mais  il  devra  en  être  de  même  pour  chacun  des 
groupes  f A*,  ...,  A'V  Or,  cela  n'aurait  pas  lieu  si,  dans  la  suite  des 
nombres  m,  m',  .  . .,  deux  nombres  consécutifs  étaient  égaux  à  2. 

Supposons,  en  effet,  qu'on  ait  ///  —  ///'  =  2. 

Nous  aurons  deux  systèmes  .v,,  s.  ipie  A  permute  entre  eux;  .s,  con- 
tiendra deux  systèmes  ,v,  soient  .v,,,  .v,^,  que  F,  permute  entre  eux; 
.y,  en  contient  deux  autres  .y,,,.  .v.,_,  que  T.  permute  entre  eux.  Les 
substitutions  de  (î  opérero)it  donc  entre  les  quatre  systèmes  y'  huit 
permutations  seulement  sur  les  2  j  qu'on  peut  concevoir,  lesquelles 
forment  un  groupe  résoluble  D.  Le  groupe  (î  =(A,  A,  Y,,)  ne  sera 
donc  pas  maximum,  étant  contenu  dans  le  groupe  plus  général  (D,  F,,  ) 

Nous  pouvons  donc  formuler  cette  règle  : 

/■'remier  cas  d'exclusion.  -  Dans  la  construction  des  groupes  non 
primitifs,  on  rejettera  toutes  les  décompositions  N  =  mm'. .  .  où  deux 
facteurs  consécutifs  sont  égaux  à  2. 

Nous  verrons  tout  à  l'heui'e  que  cette  précaution  suffit  pour  éliminer 
les  groupes  non  maxima. 

S.  (iroujies  intransitifs.  —  Soit(i  un  groupe  résoluble  non  transitif. 
(îrouponsseslettresen  classes,  en  réimissant  celles  que  les  substitutions 
de  (i  permutent  entre  elles.  Chacune  de  ces  substitutions  sera  un 
produit  de  substitutions  partielles  S,,  S,,  ...  opérées  respectivement 
entre  les  lettres  des  classes  1,2,...  Or,  il  est  évident  :  i"(]uelessubsti- 
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Iiilions  |)ai-lielles  S/,  forinenl  un  i^twjuperésoliihlcel  transi li f  (  i,;  ■<"(|iie 

le  groupe  (  (i, (  i^,  ...)  l'est  également.  Il  contient,  d'ailleurs,  G. 

Donc  si  (i  est  niaxiiniiiii  il  seia  de  cette  forme.  Ainsi,  pour  former  les 
j>roupes  cherchés,  on  aura  à  décomposer  M  en  unesommede  nombres 
N  =  î\  I  -I-  N.  -+-  . .  .  et  à  construire  des  groupes  résoluliles  et  tran- 
sitifs (.î|,  (  ij,   .  .  . 

I.e  cas  où  quelqu'un  des  nomiires  N,  serait  (^gal  à  i  n  est  pas  exclu. 
I.e  grou[ie  correspondani  (î,  se  léduirait  à  la  suhslilution  i. 

Pour  que  (î  soit  maximum,  il  faut  que  chacun  des  groupes  pai'tiels  (  i, 
le  soit.  Mais  cela  n'est  pas  suffisant. 

Dcii.iirntt'  cas  ilfii-l iisioii .  ~  Le  groupe  (i.  ainsi  foiiué,  devra 
être  rejeté  : 

i"  Si  deux  des  grou[)es  jiai  tiels  (  i , ,  (  i^  sont  semblables: 
■1°  Si    (jo=(A,    r,.    r,,    ...)    est    un    grou|)e    décomposable,    les 
groupes  r,,  I  ,,  ...  étant  semblai)les  à  (i,,  et  au  nombre  de  2  ou  'i. 

Désignant  en  effet  par  L»  le  groupe  des  substitutions  d'ensemble  qui 
peuvent  être  opérées  entre  les  deux,  trois  ou  quatre  systèmes  de 
lettres  qui  figurent  dans  les  groupes  semblables  G,,  G.  ou  (i,,  I',,  V, 
on  (i|,  1^1,  r^,  r.,,  le  groupe  intransitif  (G,,  Go)  serait  contenu  dans 
le  groupe  transitif  plus  général  dérivé  de  D  et  de  (?•,. 

Nous  aurons  à  montrer  que  cette  précaution  suffit. 

9.  Les  deux  cas  d'exclusion  signalés  plus  baut.„sorit  les  seuls  à 
considérer. 

Nous  allons  démontrer  en  ell'et  que,  si  (i  cl  (i  sont  deux  groupes 
résolubles  entre  iN  lettres,  fournis  par  la  méthode  précédente,  G  ne 
peut  ètie  contenu  dans  G,  s'il  ne  lui  est  identitpie. 

Cette  [)roposition  étant  supposée  établie  pour  les  groupes  de  moins 
de  N  lettres,  sera  évidemment  vraie  pouf  N  lettres,  si  G  n'est  pas 
transitif. 

S'il  est  transitif,  diveis  cas  seront  à  distinguer. 

10.  I'kemiek  cas  :  G  iiesl  pus  jtiiiniltf.  S(jieiit  .v,,  ...,  v,,,  les 
systèmes  entre  lesquels  ses  lettres  sont  réparties.  On  obtiendra  (i  en 

combinant  des  groupes  semblables  F r„,  ()pér<'-s  dans  I  intérieur 

ili-  chacpie  Système  avec  un  gioupe  \  de  déplacements  (rensemble. 

Sup|)<)sons,  pour  iixei'  les  idées,  (pie<  i,  contenu  dans  (i,  soit  intran- 
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silif.  Il  i-psiillera  do  la  réunion  de  grou^s  inmsilifs  ( . , .  C, l'oii- 

tenant  cliacun  une  partie  des  lettres  de^(  i . 

Les  lettres  de  chacun  des  systèmes  s,,  ...,  s,„  appartiendront  toutes 
à  un  seul  de  ces  groupes  partiels.  Supposons,  en  elVet  que,  parmi  les 
lettres  de  ^,,  les  unes,  telles  que  a,  figurent  dans  G,  et  les  autres, 
telles  que  />,  figurent  dans  (i,.  Les  substitutions  de  (1,  laissant  b  immo- 
bile, ne  déplaceront  pas  le  système  ^,.  Les  diverses  lettres  qu'elles  font 
succéder  à  a  appartiendraient  donc  à  ce  système.  Donc  .s,  contiendrait 
toutes  les  lettres  de  G,  ;  il  contiendrait  de  même  celles  de  G,. 

Le  groupe  intransitif  (G.,  G,)  serait  donc  contenu  dans  le  groupe 
transitif  f,  qui  a  moins  de  \  lettres,  ce  qui  est  impossible,  par  hypo- 
thèse. 

Cela  pose,  soient  •?,,...,  ^,,ceux  des  systèmes  .s  cjui  figurent  dans  G,. 
Les  lettres  de  G,  admettant  ce  groupement  en  systèmes.  G,  sera  formé 
par  la  réunion  de  groupes  semblables  F,,  ...,  V,  de  substitutions 
opérées  à  l'intérieur  de  ces  systèmes  avec  un  groupe  A,  de  dépla- 
cements d'ensemble.  Les  groupes  L,^...,  I\  étant  respectivement 
contenus  dans  les  groupes  F,,  ...,  V„  (pu  contiennent  moins  de 
IN  lettres,  leur  seront  identiques. 

Chacun  des  autres  groupes  partiels  G,,  . . .  résultera  de  même  de  la 
combinaison  d'une  partie  des  groupes  V  avec  un  groupe  A,  de  dépla- 
cements d'ensemble  opérés  entre  les  systèmes  corresj|)ondants. 

Donc  G  sera  formé  par  l'ensemble  des  groupes  P  joints  au  groupe 
(A,,  i,,  ...)  des  déplacements  d'ensemble  (pi'il  fait  subir  aux  sys- 
tèmes s.  _ 

Ce  grou|)e  (A,,  A,,  ■■•)  devra  être  contenu  dans  A  qui  n'opère  (pie 
sur  «/"objets.  Il  lui  sera  donc  identique.  Cela  est  impossible  si  G  est 
intransitif  comme  nous  l'avions  supposé.  S'il  est  transitif^  on  n'aura 
(pi'un  seul  groupe  i,,  identique  à  Â  et  (i  sera  identique  à  G. 

1  I.  l>Ki:\iuiL  <,As  :  G  es/  primitif,  mais  G  rw  i'rsl  pas.  -  On 
aura  N  ^  /'  '.  et  les  substitutions  de  G  seront  de  la  forme  linéaire 

S      \.i-i.     i,'^,, ./■,-!-  y.i.\        yl-    -  I "'■ 

Cl.erchons  combien  une  substitution  de  cette  forme  peut  laisser  de 
lettres  immobiles. 
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(  )n  aura  à  salislaiie  aux  lelatioiis 

.1;,  1,(1, /,-.(■,+    y.,,  {     11|(hI/I    1. 

Si  elles  sont  identiques,  S  se  réduit  à  l'uiiilé.  Dans  le  cas  contraire, 
supposons  qu'elles  se  réduisent  à  «  —  ///  relations  distinctes.  Elles 
détermineront  // — m  variables  en  fonction  des  autres  qui  resteront 
arbitraires,  ce  qui  donne  p'"  solutions.  Ce  nombre  ne  peut  on  aucuji 

cas  surpasser  -  //  z=  -  .\. 

Donc,  toute  substitution  de  G  (sauf  l'unité)  déplace  au  moins  la 
moitié  des  lettres.  11  en  sera  de  même  pour  les  substitutions  de  G,  s'il 
s'y  trouve  contenu. 

Donc  G  ne  peut  être  transitif,  et  non  primitif,  car  il  sobtiendrait 
en  combinant  deux  groupes  successifs  A  et  1',,  ce  dernier  étant  pri- 
mitif et  borné  aux  lettres  d'un  seul  système.  Or,  pour  que  F,   ne 

contint  pas  de  substitutions  déplaçant  moins  de  -  N  lettres,  il  faudrait 

évidemment:  i"(|u'iln'x  eût  que  deux  systèmes  :  2°  que  T,  se  réduisit 
à  sa  base  et,  par  suite,  ne  contînt  que  deux  lettres.  Or,  les  groupes 
G  ;^  {  A,  r,  ).  ainsi  formés,  ont  été  exclus. 

12.    Supposons    donc    G    intransitif  et   formé   de    la   réunion    des 

groupes  transitifs  G,,  Gj Ghacun  de  ceux-ci  devra  être  piimilif 

et  contenir  au  moins  la  moitié  des  lettres  s'il  en  contient  plus  d'une. 
S'il  en  contient  juste  la  moitié,  il  devra  se  réduire  à  sa  base.  Enfin, 
deux  de  ces  groupes  ne  peuvent  être  semblables,  ce  cas  étant  exclu. 

La  seule  hypotbèse  qui  satisfasse  à  toutes  ces  conditions  est  qu'on 
ait  deux  groupes  partiels  G,,  G.,,  dont  le  premier  soit  primitif  et  con- 
tienne yo"—  I  lettres,  la  dernière  figurant  seule  dans  G.. 

G,  étant  primitif,  le  nombre  de  ses  lettres,  sera  une  puissance  d'un 
nombre  premier,  telle  que  y'",  et  sa  base  B  formera  un  groupe  abélien. 
il'ordre  y'"  =z p"  —  i,  dérivé  de  m  substitutions  génératrices  d'ordre  y. 

Les  substitutions  de  H  laissent  d'ailleurs  immol)ile  une  même  lettre 
de  G  et  l'on  peut  sujiposer  (|ue  ce  soit  celle  (ju'on  a  affectée  des  indices 
o,  o,  ....  (]es  substitutions  a[)partieiidrout  donc  au  groupe  linéaire 
boniogèiie  L  <pii,  conihiné  à  la  base  H  de  G,  constitue  ce  groupe. 

Ll.  Or  nous  aurons  à  faire  plirs  loin  (Sectioir  VI)  iriie  étude  apjuo- 
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fondie  des  groupes  ahéliens  que  peut  couleuir  un  groupe  L.  l'anui 
les  résultats  qu'elle  nous  donnera,  lifi^ure  (80)  le  suivani,  que  nous 
admettrons  provisoirement,  à  titre  de  postulat. 

Pour  qu'un  gtoupc  ahèUeii  <uiileitn  dans  L  suit  iPordit^  p" —  i ,  // 
faut  qu'il  n'sullf  di's  puissaru-i'.s  d'uuf  seule  subslilulii>u.  di-  la 
forme 

S  -.  I  T r, ,  .  .  .  ia-a.  ....  ;■'''./■,.,  ...  I         (/■  r^  o.  ...•,«  —  I  ), 

/  élanl'uue  rariue  priuiil'n-e  de  la  congrucuce 

il'"   '       I  (  iiiiiJ  II  ) 

el  ./■„ ,  ....  ./■„   ,  des  rariables  coujuv^iiées. 

Ou  aura  donc  nécessairemonl  ///  =  i,  el  (j,  l'ormé  des  substitutions 
linéaires 

I  \     ii\  +  h\         ,  mod  v"), 
aura  poui'  ordre 

vu/  -  I  )  —  (/<"—  1)  (/»"—•.  I. 

Ses  substitutions  sont,  d'ailleurs,  permutables  à  B,  lequel  est  formé 
des  puissances  de  la  substitution  S.  Or,  les  seules  sub-^titulions  de  (1 
qui  soient  permutables  à  B  s'obtiennent  en  joignant  à  S  la  substi- 
tution 

I  ■'■,•       ■<  r^  I   I  I  /•—  O.   I /;  I   uiloH  /<)| 

Klles  forment  un  groupe  d'ordre  (yo"  —  i  )//.  lequel  devrait  contenir  G  ; 
d'où  la  condition 

laquelle  n'est  satisfaite  ([ue  si  />  =  2,  n  —  2,  ou  p  —  >,  //  =  1  ;  mais  ce 
sont  des  cas  exclus. 

\\.    TnoisniMt:   cas.   -     G   esl  priuilli f  rnusi  que  (i. 

Soient  B  la  base  de  G;  L  le  groupe  primaire  (|ii'il  faut  lui  ad  joindre 
pour  obtenir  (i. 

fiCS  substitutions  (le  (i  seront  de  la  forme  SI',  S  apparlenanl  à  I. 
et '1' à  B.  Les  substitutions  partielles  S  formeront  un  groupe  I,  con- 
tenu dans  i^;  et,  (i  étant  suppose  primitif,  L  sera  primaire. 

On  on  conclut  que  la  base  B  de  G  esl  idenlii|ue  à  B. 

Supposons,  eu  effet,  fpi'il  en  soit  autrement  :  et  soient  S,  T, .  S.^  T 
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lessubslitulioiis  généra Irices de  B.  Cellesdessubslitulions  partielles  S, . 
S_,,  ...  qui  ne  se  réduisent  pas  à  Tunité  sont  d'ordre /)  et  forment  un 
groupe  abélien  A  invariant  dans  L. 

Soit  S,  l'une  d'elles.  Elle  permute  les  unes  dans  les  autres  les//'  i 
fonctions  a,  a.-,  -h  ...  -h  r'„x„.  Leur  nombre  étant  premier  à /^,  quelques- 
unes  d'enire  elles  seront  nécessairement  inaltérées.  Supposons  que 
parmi  ces  fonctions  inaltérées  il  y  en  ait  A  distinctes  r,,  . .  . ,  .'/,.  Les 
fonctions  a,  ./•,  -i-  . . . .  '</.'/,  seront  également  inaltérée  ei  leur  nombi'e 
/)'' — I  sera  [ucnuer  à />. 

Soit  Sj  une  seconde  subslitution  écliangeable  à  Si.  Elle  permutera 
ces  fonctions  entre  elles  et  en  laissera  nécessairement  d'inaltérée». 

Poursuivant  ainsi,  on  voit  qu'il  existe  des  fonctions  linéaires 
n,x,  -I-  . .  .  -t-  ti,j-i  inaltéiées  pai'  toutes  les  substitutions  S.  Les  subs- 
titution: (le  L,  étant  permutables  à  \,  transformeront  ces  fonctions  les 
unes  dans  les  autres;  L,  ne  serait  donc  pas  primaire. 

L'identité  des  bases  M  et  B  étant  ainsi  établie,  Lsera contenu  dans  T;  ; 
mais  la  construction  le  suppose  ma.ximnm;  donc  Ij  =  L- 


II.         Réduction  des  problèmes  H  et  <■.  Exclusions  nécessaires. 

lit.  Le  prul)lènie  A  se  trouve  l'amené,  parce  (|ui  précède,  au  pro- 
blème B.  (^elui-ci  présente,  d'ailleurs,  avec  le  problème  C,  une  ana- 
logie si  étroite  (|ue  nous  abrégerons  l'exposition  en  les  traitant  simul- 
tanément. 

Le  problème  (J  se  subdiviserait  en  deux  autres,  suivant  que  In  forme 
invariante  4»  modyo  est  une  forme  bilinéaire  (p^  ou  une  forme  cpiadra- 
tique  <I>y.  Mais  nous  pourions  presque  toujours  faire  dispaiaitre  cette 
distinction  par-  l'introduction  dans  les  formides  d'un  entieiT  égala  zéro 
si  4>  est  (juadiatique,  à  i  si  <1>  est  bilinéaire.  • 

l^e  discriminant  de  4>  devant  être  ^  <)  n\od /j,  le  nombre  /i  des 
variables  sera  nécessairement  pair  :  i"  si  t  =  i ,  2°  si  t  =  o,  mais/>  =  2. 

Les  formes  <l>^  (  mod^)  a[)partiennent  à  deux  types  distincts,  sui\ant 
le  caractère  quadratique  de  leur  discriminant.  Si  //  est  un  nombre 
pair  2///,  celles  du  premier  type  sont  réductibles  à  la  forme 

.t\ft  +  a.:,y.,-h  ...  -h  .r„:y„, 
et  celles  du  second  type  à  la  loinn' 

.',  y,     I-   ...  H- •i"/„_i  }',„    I    I    •''m  —  .■?)'?»  (^•-  i';icine  pi'imihM'  (le  /' ) 
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si/'  esl  impair,  on  à  la  forme 

,/•, n H-  ...   '-  -i',,,.',,,  -+  .t;„  -+■  yl, 

si/)=   -2. 

\  CCS  lieux  lypes  ilc  fnniics  corrcs|i<)ii(liuiil  deux  l  ypcsdillcienls  de 
groupes  iiivariantifs. 

Il  n'y  a  pas  lieu  de  relcnii-  celle  distinction  si  n  esl  impair.  Car  l)ien 
(ju'un  ait  encore  deux  types  de  fonctions,  ils  sont  invariables  par  les 
mêmes  substitutions. 

I().  Une  forme  (l>  étant  donnée,  soit  i.  l'un  des  «îroupes  invariantifs 
cliercliés.  Siyo  esl  impair,  chaque  subslilutiun  S  de  L  laissera  ^  absolu- 
ment invariable,  auquel  cas  nous  dirons  qu'elle  esifnopre;  ou  la  mul- 
tipliera par  un  facteur  de  la  forme  o-^,  i;  étant  une  lacine  primitive 
de  p.  Nous  dii  uns  que  celle  substitution  est  ii/i/iroprf  et  (ippailirnl  à 
/'f'.rposan/  p. 

Le  m<)upe  I.,  scia  <rc\posanl  i  s'il  contient  une  sulistiluliou  S  d'e\- 
[)osant  I  ;  il  résultera  de  la  combinaison  de  S  avec  un  sous-^roupe  1." 
loi'mé  de  ses  substitutions  propres. 

Dans  le  cas  contraiie,  désignons  |jar  ^  la  substitution  (pii  multiplie 
toutes  les  variables  par  g  et  la  forme  «ï>  par^-.  bltanl  écliangeable  à 
toute  substitution  linéaire,  elle  appartiendra  nécessairement  à  [.sup- 
posé maximum.  î.  sera  donc  d'exposant  -i  et  s'obtiendra  par  la  com- 
binaison de  o  avec  L". 

Si  /*  ^  2,  ou  si  l'on  n'a  pas  de  forme  invarianle,  toutes  les  subsli 
Mitions  (le  \j  devront  être  considérées  comme  propres  et  1^  =  L". 

Voici  cnlin  une  dernière  proposition  sur  la(|uelle  nous  aurons  à 
nous  a[)puyer  (  \  oir  le  .lournal  fie  fjotivillc,  (>'  séru-,  l.  I,  IQO,'),  p.  -i-i') 
à  28/1  ). 

Le  u:  1(111  pr  K.  fiiriiiè  pur  tonl.cs  les  siihsliltilions  ijiii  lui-sseiil  i/nii- 
riiintc  iiiir  /'(jiiiic  <mudrttlique  «l>  mod  1,  possède  un  seul  snus- 
groupc  invaiiuiU  K.',  d'ordre  nniilié  inoiiidn-  et  forme  par  les  si/l>s- 
titulio/is  paires  de  K  (  '  ). 

Le  cas  où  «I>  ne  contient  (]ue  (pialre  variables  fait  exception.  1  >ans  ce 


nom 


■    ('j    Uni"   sub-l  1  iiiliiiii    l'-l    iliif'  f>/iiir   on   iiii/itiiif  -iiixiuil   (|u.'   le 
(onclioiis  linéaires  disliiiclcs  (lu  (^11  ■  iinilli|ili(*  |i.ii-  des  faclcuis  coiislaiU-  i  ( 
in\  rioii  )  c;!  p.iii'  <iii   iiiipiiir-. 
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cas,  1\  a  pour  facteurs  de  composilioii  2.2.  .'5 .  2  .  î  cl  ne  contient  aucune 
substitution  d'ordre  iS. 

17.  Ces  [urliuiiuaires  posés,  rappelons  brièvenicnl  le  procédé  de 
construction  des  groupes  cherchés,  tel  qu'il  a  élé  établi  dans  le  Mémoire 
lies  Nuovi  Ijinrri. 

Un  groupe  L  de  substitutions  linéaires  à  //  variables  est  dit  non 
indérompoaahle.  si  les  variables  auxquelles  il  est  rapporté  peuvent 

être  choisies  de  telle  sorte  qu'elles  se  répartissent  en  systèmes  1 1,„ 

contenant  chacun  //  varialDles  et  tels  : 

i"  (^ue  toute  substitution  de  L  remplace  les  fonctions  linéaires  des 
variables  de  chaque  système  par  des  fonctions  linéaires  des  variables 
d'un  même  système; 

2"  Que  la  forme  invariante  ^>  (s  il  y  en  a  une)  soit  une  somme  de 
fonctions  partielles  <!',.  . .  .,  «t»,,,  ne  contenant  chacune  (|ue  les  variables 
d'un  seul  système. 

Le  cas  où  chaque  système  serait  Ibriué  d'une  seule  variable  n'est 
pas  exclu. 

(^eux  des  j^ioupes  à  construire  qui  sont  de  cette  sorte  sont  des  deux 
espèces  suivantes  l'A'.  /,.,  ;;  III). 

18.  (jioupes  semi-pri maires.  -  Leur  existence  suppose  celle 
d'une  forme  invariante  ayant  pour  expression  <T»,-t-i;<É„  où  <!>,, 
(]>.,  sont  des  fonctions  semblables,  contenant,  l'une,  les  variables  .r,, 
./.,,  ...,  ./;„  et  l'autre  les  variables  y,,  ^., r„. 

Construisons  un  groupe  L,  primaire,  résoluble  et  maximum  paimi 
ceux  qui  admettent  *^|  comme  forme  invariante  et  sont  d'exposant  2. 
Soit  L"  le  sous-i;roupe  formé  par  ses  substitutions  propres. 

Soient  L.,,  L"  les  groupes  semblables  au.x  précédents,  mais  formés 
avec  les  variables^-. 

Le  groupe  cherché  L,  (|ui  doit  être  invariantif  par  rapport  à  •!»,  sera 
formé  des  groupes  L",  L!!  combinés  à  la  substitution 

I    ■'•!,   ■'■,,    ■■■  Jl.        ;•■•         ■■•     I 


laUuelie  est  d'exposant  1.  Si  f|>  est  quadratique,  elle  sera  du  premier 
ou  du  second  ly|ii-  Mii\arit  i|ue  (    — ^)    ^<?''i'  égal  à  1  ou  à        1. 
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M>.    (iniupf:  tli'fniniinsahh-s.  —  IvCiir  cnnslriiclioii  dniiiiiide  : 

I"  (^ello  rriiii  i-i-oupe  G  Lcaiisitif  el  résoluble  pennuLanl  les  divers 
systèmes  I,,  .  . .,  )ù,„  en  remplarant  chaque  variable  par  sa  correspon- 
dante : 

■1"  (^l'Ile  d'un  groupe  primaire  L,  de  subslituLions  linéaires  entre 
les  variables  de  i,  (assujetties  d'ailleurs,  s'il  v  a  lieu,  à  reproduire  à 
un  facteur  près,  une  forme  $,,  auquel  cas  L,  résultera  de  la  combi- 
naison d'une  substitution  impropre  S,  et  d'un  j^roupe  propre  L"  ). 

Soient  I-^,  S^,  i,^',  <|>^  ce  (jue  deviennent  !>,,  S,,  L",  (|>,  lorsqu'on  v 
remplace  les  variables  de  I,   par  celles  de  1<.  Il  est  évident  que  le 
srroupe    dérivé  'de    (I    et    de    L,    sera    résoluble;    qu'il    contiendra 
L;;,,  ainsi  que  la  substitution  S  =  S,  S, . . .  S,„;  enfin  que  le 
.  dérivé  de  (  i.  S,  [.",  . .  .,  L"  admettra  la  forme  invariante 


I  ,, 

group 


<J>  r^  <l>, 


laquelle  sera  du  premier  type  si  elle  est  quadratique,  à  moins  (pie  /// 
ne  soit  impair  et  les  formes  ^>, , (|>,„  du  second  tvpe. 

1/oxposanl  de  L  sera  d'ailleurs  égal  à  celui  de  L,. 

Si,  parmi  les  divers  groupements  des  variables  en  systèmes  dont  le 
groupe  cherché  pourrait  être  susceptible,  nous  avons  choisi  l'un  de 
ceux  où  les  systèmes  contiennent  chacun  le  moindre  nombre  de 
variables,  f.,  sera  indécomposable;  quant  à  (î,  nous  avons  déjà  indiqué 
comment  le  problème  de  sa  conslrnctiou  peut  êlie  résolu,  ou  tout  au 
moins  réduit  au  {uoblème  B.  S'il  n'est  pas  primitif,  elle  dépendra 
de   la   construction   de   groupes   primitifs    successifs   (î,,   ...,  (i,  de 

degrés   y, y,,   les   nombres  y  étant  des  piiissarices  de  noinbirs 

premiers  el  leur  produit  étant  ///. 

Pour  (j'ie  le  groupe  L  ainsi  obtenu  suit  maximum,  il  faut  évi- 
demment que  G  elL,  le  soient.  Donc,  dans  la  suite  des  facteurs  y  ne 
doivent  [las  figurer  deux  nombres  consécutifs  égaux  à  2;  mais  cette 
condition  n'est  pas  suffisante.  Il  faut  encore  que  chacun  des  groupes 

(G/,, (i,,  L,  ),  et  en  particulier  le  dernier  (G,,  L,),  soit  maximum 

dans  son  espèce.  Celte  condition  donnera  lieu,  comme  on  le  verra  plus 
loin,  à  ([uelques  nouvelles  exclusions. 

'iO.  Le  procédé  de  construction  qui  vient  d'être  indiqué  uiel. 
d'ailleurs,  en  lumière  divers  groupements  en  sys,tèmes  des  variables 


2'7'^  (    VMII.l.E     .l(l|ll>\N. 

(lo  L.  Il  PsI  flair,  en  eHet.  (\uo  le  j^roiipe  (  (  î ,,  . . .,  (  î*  )  re|)r(''seiilo  des 
(IrplMCciin'iils  d'ensemble  entre  </,... y*  systèmes  conleiianl  cliacim 
'/a+i  •••'/,"  variables,  Vun  d'eux  étant  formé  des  variables  (|ui  figurent 
dans  le  groupe  (  <  ï  ^^, ,  . . . ,  G,,  L,  ). 

Ces  ^groupements  en  systèmes  sont,  en  général,  les  seuls  possibles. 
Nous  aurons  loutiM'ois  h  constater  un  cas  d'exceplinii. 

'21.  (iiuiipr.s  iuitipli:t;i:s.  —  Soieiil  !..  1/,  ...  des  grnu|)es  i(''solubles 
piiinalies  contenant  respectivement  //  variables  ./■,,'.,, ...  ;  //  \ariabies 
y,,  y.,,  ....  etc.  Lcni-  réunion  donneia  un  groujie  r(''>olnble  de  fonc- 
liniis  linéa  lies  de  n  -\-  n'  ^-  ...  variables. 

Si  ]>.  !..  ...  atinietlenl  des  formes  invariantes  <l',  *l>',  ...  (  tt)utes 
(|iiadrati(pies  ou  toutes  bilini'aires)  les  substitutions  du  grou[)e 
i." -'  I.  " -h...  fnrMK'  pai-  In  ri'union  de  leurs  sous-groupes  piT)|)ies 
n'altéreroni  pas  la  forme  U»  -)-  »1»  H-  . . .. 

Nous  dirons  ([u'un  groupe  ainsi  rornn'  esl  roz/ip/ri  r.  Il  jdiif  un  ri^le 
analogue  à  celui  des  groupes  intransilifs. 

l*our  (pi'il  soit  maximum,  il  faut  évidemment  (|ue  eliacun  des 
groupes  I>,  L',  ...  le  soit.  Mais  ou  aura  un  cas  d'exclusion  pareil  au 
deuxième  cas  (  H). 

rrotsir.iiif   fiis  d'ci  r.lusioii .  I   u    groupe   coiuplcxe   ne  sera   pas 

maximum  : 

i"  Si  deux  des  groupes  partiels  L,  1/  sont  semblal)les; 

2"  Ou  si  l/esl  un  groupe  décomposabic  l'oi-mé  de  deux  ou  trois 
groupes  seudilables  à  L  et  d'iin  groupe  (  i  (b-  substitutions  t]ui  les  per- 
mutent cuti  c  eux . 

*1*1.  (ituuiji'-s  iiub'rumposahli's.  Soit  I^  un  de  ces  groupes;  le 
groupe  L",  formé  par  ses  substitutions  |)ro|)res,  contiendra  un  sous- 
groupe  invaiiant  F,  dit  pi-nmicr  faiscj'au  de  1^  el  formé  des  puis- 
sances d'une  substitution  génératrice  /",  dont  l'oidre  w  sera  premier 
à/xA.  A.,  §j;  iVel  YV 

hivers  cas  sont  à  distinguci'  |)our  la  t'oruiation  de  F  : 

i"  Il  II  y  a  pas  <l<'  fornii'  iiniirianlc.  —  Les  variables  formeioiil 
V  séries  conjuguées,  de  [j.  variables  cliacnne.  Nous  re|irésenlerons 
celles  fie  la  première  série  par  ;„,  l'indice  ./•  variant  de  n  à  u.  i,  et 
leurs  v'*""''  conjuguées  par  ./;,,. 

Toute  substitution  réelle  devant  faire  subir   aux  variables  conju- 


SUR    LES    GliOUPES     RÉSOLUBLES.  ^nq 

guées  des  altt-rations  conjuguées,  on  simplifiera  l'écriture  en  indiquant 
seulement  ce  qu'elle  fait  succéder  à  chaque  variable  de  la  première 
série. 

Soit  /  une  racine  primitive  de  la  congruence 

i'''^'  ^  I  {  modp) 

La  substitution /aura  la  forme 

./■=  I   .r,i      ijc„   ], 

et  son  ordre  w  sera  /)''  —  i . 

Les  substitutions  de  L  ne  pourront  être  choisies  que  parmi  celles  de 
la  forme 

P  désiirnanl  la  substitution 


et  Q  ne  déplaçant  plus  les  séries. 

Si(/.  =  r,L  sera  dérivé  des  substitutions  génératrices  /"et  P,  et 
aura  pour  ordre  ion,  n  désignant  le  nombre  des  variables. 

2"  S'il  y  a  une  fonction  invariante  <&,  on  pourra  distinguer  dans  les 
groupes  cherchés  trois  catégories  distinctes  : 

23.  Première  catéf^orie.  —  F^es  variables  se  partagent  en  deux 
systèmes  associés  dont  chacun  contient  v'  séries  de  \k  variables; 
/>^'  étant  >  '|. 

Désignons  encore  par  x^  les  variables  du  [iremier  système  et  par  ^'^ 
leurs  associées.  Si  la  forme  $  est  quadratique,  elle  appartiendra  au 
premier  type;  dans  tous  les  cas,  les  variables  d'un  même  système  n'y 
figureront  ([ue  linéairement. 

F^c  groupe  F^  sera  d'e\posanl  i,  car  il  contiendra  la  substitution 

l<^^\      ,  ,  (^  racine  |nimili\e  lie /j). 

La  siil)stilution  /sera 


r'".v'. 


et  son  ordre  w  sera  ff  —  i . 

Joiini.  dr  Afath.   (-•  série),   tome   IH.  _   Kasc.   IV,    i<,i7. 


280  CAMILLE     .IOHDA^. 

Les  subslitiilions  de  L"  seront  de  la  forme 
où 

H:=|-;;  ^_;;;^.  |,    f=|;;:  ■;;:^'| 

(^  ne  déplaçant  plus  les  séries. 

Cette  substitution  Q  sera  d'ailleurs  déterminée  par  la  transforma- 
tion qu'elle  lait  subir  aux  variables  j:-„  de  la  première  série  du  premier 
système;  car  leurs  conjuguées  subissent  des  altérations  conjuguées; 
cl  leurs  associées  a*',  devront  être  soumises  à  la  substitution  adjointe, 
de  telle  sorte  que  la  forme 

V  .r,  .ri. 

reste  inaltérée. 

Si  a  =  I,  L  sera  dérivé  des  seules  substitutions  génératrices  /.,  /. 
1',  i>  ;  et  L",  dérivé  de  /'.  I',  K,  aura  poui-  ordre 


//  désignant  le  nombre  des  variables. 

2i.  Dcit.iiènir  calé i^oric .  —  On  a  encore  2v' séries,  mais  elles  ne 
forment  qu'un  seul  système,  étant  toutes  conjuguées  (les  séries  r 
et  v' 4- /•  sont  associées).  Si  «D  est  quadratique,  elle  sera  du  second 
type. 

Déterminons  /  pai-  la  congrue  .ce 

L  conti^-idra  la  substitution  d'exposant  i 

/,  ^-|,;„  Û^x  |: 
et  la  sul  .^lilution 

/=/,''-' =  |.r„   (>'"-'.r„! 

sera  d'ordre  w  —  p'  r   1 . 

Les  substitutions  de  L"  seront  de  la  forme 
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(^  ne  déplaçant  pas  les  séries  et  P  désignant  la  substitution 


(La  substitution  |.r„  ./  ,  |  ne  serait  pas  propre  si  1»  était  bilinéaire.  ) 

Si  u.  =  1,  L  sera  dérivé  des  substitutions  /.,  /,  P,  et  L»  aura  pour 
ordre 


2S.  Trolsièiiti-  ralc^orif.  —  Klle  n'existe  que  si  p  est  impair.  11 
n'y  a  qu'une  série,  contenant  [ji  variables  ./•;  /  les  multiplie  toutes  par 
le  même  facteur  —  i  ;  donc  co  =  2. 

Si  a  =  I,  L  sera  formé  des  puissances  de  la  substitution 


La  forme  <!'  sera  kx'-  et  L  sera  d'exposant  i. 

Si  a  >  1,  la  nature  de  <I>  et  l'exposant  de  L  seront  déterminés  plus 
loin. 

2(î.  La  (jnestion  posée  étant  résolue  pour  y.  =  i,  il  reste  à  achever 
la  construction  du  groupe  \u  lorsque  |J.  >  i . 

Elle  ne  sera  possible  que  si  tous  les  facteurs  premiers  de  u.  divisent  oj; 
et  le  groupe  L  répondra  à  l'une  des  décompositions  de  ;j.  en  un  produit 
de  facteurs 


■::,  -',...  étant  des  nombres  premiers,  dont  (piel(|ues-uns  peuvent  être 
égaux  (.V.  /..,§  Vil  ). 

Hemplaçons  findice  uni(]ue  ./•  par  un  système  d'indices  t,  £,  ..., 
variables  respectivement  de  o  à  -n:' —  i  à  -"'—  i,  etc.  Los  substi- 
tutions O,  susceptibles  de  servir  à  la  construction,  seroni  nécessai- 
rement de  la  forme  TT  .  .  .,  où  T  est  de  la  forme 


T  = 
T'  de  la  forme  analogue 

etc. 


S  «SI 


V  '.'  I  -/ 
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(Les  substitutions  T  sont  évidemment  échang:eables  aux  substi- 
tutions T  ,  . . ..) 

27.   Désignons  indifleremment  par  0  une  racine  de  la  congruence 
9''=  I         (modp) 
ou  la  substitution  d'ordre  t: 

L"  contiendra  un  second  faisceau  //  d'ordre  r.-'^'^'  jouissant  des  pro- 
priétés suivantes  : 

1°  Ses  substitutions  sont  de  l'espèce  T; 

2"  Il  est  invariant  dans  L  et  ne  contient  aucun  sous-groupe  jouis- 
sant de  cette  propriété  (sauf  celui  formé  des  puissances  de  6); 

3°  Il  est  dérivé  de  27  substitutions  fondamentales  C,,  ...,  C^^  satis- 
faisant aux  conditions 

L'exposant  u^,  que  nous  appellerons  le  caractère  de  la  substitu- 
tion Ck,  sera  toujours  nul  si  •::  est  impair;  égal  à  o  ou  à  i  si  u  =  2, 

d'où  fj  =:  —   I  . 

L'exposant  (C,(  -^  )  sera  dit  V  ce  posant  d'çrhangc  de  Q  avec  (1^.  (  )n 
a  évidemment 

(C,Cv,)r:3-(C,,C,-). 

Soit 

S=:C;....r44'(5>' 

une  (les  substitutions  de  //.  Son  caractère  (qu'il  n'y  a  lieu  de  consi- 
dérer que  si  TV  =  2)  sera  représenti'-  par  la  forme  quadratit|ue 

T',,  — ^  ?/,./-•;- -f- ^{C,C/,)j;,-.j;/,     (tiiodii        (/=  1 .  .  .  . ,  «.ff;  ^  =  1 '—1)1 

et  son  exposant  décbange  avec  une  ai;(rr  siil.stilutioii  de  h, 

le  sei;i  par  la  forme  bilinéaire  gauche 

•I'',,—  i(<<,<  '•/,  ï^r'k         (  iiioiItt)         (  /  =  I aff;  /•  —  1 ao-). 
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28.    Les   substitutions  fondamentales    C,   peuvent  d'ailleurs  être 
clioisies  de  telle  sorte  qu'elles  se  partagent  en  t  couples. 

A, A„ 

B, B, 

tels  : 

i"  (^ue  lousleuis  exposants  d'échange  soient  nuls,  sauf  pour  deux 
substitutions  d'un  même  couple,  pour  lesquels  on  aura 

(A,.B*)rr-(B^.A,)  =  l. 

■2"  Et,  si  ^  =  2,  que  toutes  ces  substitutions  aient  pour  caractère  o, 
sauf  A,  et  R,  dont  le  caractère  commun  //  pourra  être  égal  à  o  ou  à  i. 
La  substitution 

S  =  Af'Bv..  .A^'IU' S'- 
aura alors  pour  caractère 

W,,  =  « ( .r  j  -f-  j'{  )  -4-  Ï..C,  y,  {  m od  ■>  ) . 

forme  qui  sera  du  premier  ou  du  second  type,  suivant  ([ue  /r  sera  égal 
à  o  ou  à  I . 

Et  son  exposant  d'échange  avec  la  suhstil  utioii 

S'=AÎ.B|....  Ai^'BÏ'r^ 

sera  lepréseuté  par  la  forme  bilinéaire 

f,,  -- i(\,j,  — x-,  Y,)         (1  =  1 7). 

'Id.  Kemplaçoiis  l'indice  i  par  c7  indices  H,,  . . .,  l^  variables  chacun 
de  o  à  TC  —  1 .  Les  variables  indépendantes  (^,,  ...,  l„,  e',  . . .  |,  poui- 
ronl  être  choisies,  si  -  est  impair,  de  telle  sorte  que  les  substitu- 
tions .\/.,  B,  [jiennent  la  forme  suivante  (les  indices  non  écrits  étant 
inaltérés) 

A^rzl  !...;,...]„      0^^\...i,      ...|„|, 
B.-   II...  ;*...]„  [...:,,_,...  U. 

Si  -  =  2,  A-i,  B.j,  ...  auiont  encore  la  même  forme  ;  mais  si  «  =  i , 
A,  et  B,  auront  des  expressions  un  peu  différentes 

A,  =  ir;,...|„  y9?,[^-,...jj, 
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j  étant  racine  primitive  de  la   congruence  j'^^  i  mod^  et  a,  ^  un 
système  de  solutions  (choisi  à  volonté)  de  la  congruence 

3<- -+- 3- ^ee; -- I  (motl/j). 

L"  contiendra  également  d'autres  seconds  faisceaux  d'ordre  ti'^'^'"*''  ,... 
qui  pourront  être  ramenés  à  des  formes  normales  analogues  à  la  pré- 
cédente. L'ensemble  de  ces  premiers  et  seconds  faisceaux  constituera 
le  noyau  de  L. 

Ce  noyau  une  fois  construit,  la  forme  invariante  <I>  sera  déterminée 
à  un  facteur  constant  près.  Si  L  est  de  troisième  catégorie,  on  aura 
nécessairement 

7     -  2Sm  E=  o  (  mod'i), 

car  si   cette   condition  n'était  pas  remplie,   <I>  serait   identiquement 
nulle. 

50.  La  réduction  précédente  à  une  forme  normale  des  substitutions 
génératrices  du  noyau  de  L  nous  a  servi  comme  moyen  de  démonslra- 
"tion  dans  le  Mémoire  des  J^uovi  Lincei .  Mais  ici,  où  nous  nous  boi-' 
nons  à  en  résumer  les  résultats,  il  n'est  pas  nécessaire  de  la  supposer 
exécutée.  L'exposition  y  gagnera  en  clarté. 

Soient  ;k  le  groupe  des  substitutions  homogènes  a  1  1  variables 
mod- qui  reproduisent,  à  un  facteur  près,  la  forme 'l'y  si  -  >2  ou  la 
forme  Wi,  si  tt  est  impair,  ;R"  le  groupe  de  ses  substitutions  propres  : 


(/■■ 


les  substitutions  génératrices  de  sa  base  ii',..  A   chaque  substitution 
propre  F  du  gioupe  v.«,  laquelle  transforme  C/,  en 

correspond  une  substitution  de  l'espèce  T  ('),  définie  aux  puissances 
près  de  f,  qui  transforme  de  la  même  manière  les  substitutions 

C,,     ...,     C„ 
génératrices  de  A  (  N,  l..,^\  ). 

('  )  l>es  sul>slilulioiis  donl  la  combinaison  pei  inel  de  l'oljlenir  onl  fté  indiquées 
(/V.  A..  n"'.\i). 
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Celte  substitution  T  serait  d'ailleurs  facile  à  obtenir  par  la  méthode 
des  coefficients  indéterminés.  Si  L  doit  admettre  une  forme  inva- 
riante tp,  T  ne  l'altérera  pas,  à  moins  que  les  conditions  ci-dessous  ne 
soient  satisfaites  simultanément  : 

i'^  L  est  de  troisième  catégorie  ; 

2°  2  n'est  pas  résidu  de  -  ; 

3"  La  substitution  5  est  impaire. 

Si  ces  conditions  sont  réunies,  T  multipliera  «I>  par  i»,  racine  primi- 
tive de  p. 

Les  seules  substitutions  de  l'espèce  T  qui  puissent  appartenir  à  L 
sont  celles  ainsi  déterminées,  jointes  à  celles  dérivées  de  /  et  de  //. 
Klles  forment  un  groupe  Tisomorpbe  au  groupe  primitif  <r=  (m:",  u'..). 
la  substitution  i  de  (,'"  correspondant  à  l'ensemble  des  puissances 
de  /. 

Nous  pourrons  dire  pour  abréger  qu'une  substitution  de  V  est  paire 
ou  impaire,  suivant  que  sa  corrélative  dans  îK  est  elle-même  paire  ou 
impaire. 

De  là  résulte  le  procédé  suivant  pour  former  les  substitutions  T  du 
groupe  cherché. 

Construisons  un  groupe  (^  résoluble  et  maximum  contenu  dans  ;k  . 
A  ses  substitutions  propres  correspondront  dans  F  des  substitutions 
([ui  seront  celles  que  nous  cherchons. 

Celles  des  substitutions  de  L  qui  sont  de  chacune  des  formes  T  ,  . 
s'obtiendront  de  même  par  la  considération  de  groupes  auxi- 
liaires '^',  ...  analogues  à  j^. 

31.  Nous  aurons  ainsi  obtenu  toutes  les  substitutions  de  L  qui  no 
permutent  pas  les  séries.  Mais  s'il  j  a  plusieurs  séries,  il  reste  à  délei- 
ininer  celles  qui  les  déplacent.  On  utilisera  à  cet  eflel  les  substitution^ 
impropres  des  groupes  '^,  4;;^',  — 

Supposons  par  exemple  (juc  L  soit  de  première  catégorie.  Si  l'on 
peut  déterminer  dans  r,  (^',  ...  des  substitutions  G,,  i^j,  ...  qui  multi- 
|)lient  res|)ectivement  les  fonctions  invariantes  T,  ^F'.  ...  |>a( 

I — l'i^/jP     (mot)::),     .    (— ii*/>.'*     (iihkIt:'!.  .-.. 

on  aura  dans  L  une  substitution  de  la  forme   K^'l''' T  1''. . .   correspon- 
dante au  système  des  substitutions  c~,,  6,,  — 

Pour  (jue  cette  détermination   soit  possible,    il    l'ant    <'i    il    sufiil 
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que  (  -  lY' p^  so'iL  résidu  quadratique  de  tous  ceux  des  nombres  de  la 
suites,  Tt',  ...  pijur  lesquels  le  groupe  auxiliaire  ^est  d'exposant  2. 

Celte  condition  est  évidemment  satisfaite  si  a  =  o,  ^  pair.  Le 
groupe  L  contiendra  donc  dans  tous  les  cas  une  substitution  de  la 
forme  P^  Q. 

Elle  devra  l'être  également  pour  a  =  i,  [i  :=  o,  ou  pour  a  =  i, 
p^i,  car  si  \j  ne  contenait  aucune  substitution  permutant  les  deux 
systèmes,  il  ne  serait  pas  indécomposable.  Donc  \^  devra  nécessaire- 
ment contenir  une  substitution  de  l'une  des  deux  formes  RQ,  RPQ. 

Si  L  est  de  deuxième  catégorie,  ou  n'admet  pas  de  forme  inva- 
riante, 5,,  (~'|,  ...  devront  multiplier  W,  W\  ...  par 

/jP     (modT:),  /'P     (modTr'),  .... 

ce  qui  est  possible  si  JiJ  est  pair,  mais  aura  lieu  également  pour  '^  =  1 
si  p  est  résidu  de  tous  ceux  des  nombres  r.,-r.',  ...  pour  lesquels  le 
groupe  auxiliaire  est  d'exposant  2.  Dans  ce  cas  seulement,  L  con- 
tiendra une  substitution  de  la  forme  PQ  ;  mais  il  on  contiendra 
toujours  une  de  la  forme  P-Q. 

32.  Il  existe  certains  cas  où  l'on  peut  montrer  a  p/vo/f  que  cer- 
taines substitutions  de  la  forme  R*PPQ  (ou  de  la  forme  P^Q)  appar- 
tiennent à  1^. 

Supposons  en  effet  que,  paiini  les  substitutions  de  celte  sorte,  il  en 
existe  une.U  qui  soit  échangeable  à  toutes  belles  des  seconds  faisceaux 
h,  h',  ...;  et  soit  S  une  substilulion  quelconque  de  l>.  La  substitution 
S— 'U~'SI1  sera  |)ropre,  ne  déplacera  pas  les  séries  et  sera' échan- 
geable aux  substitutions  de  /i,  h',  ...  (car  S  les  transforme  les  unes 
dans  les  autres).  Donc  elle  se  réduira  à  une  puissance  de  /.  Donc  U 
est  |)ermulai)le  au  groupe  [.,;  elle  y  sera  donc  conlenue,  car  autre- 
ment elle  pourrait  lui  élre  adjointe  pour  former  un  groupe  plus 
général. 

En  particulier,  si  tous  les  nambres  •;i,  ~  ,  ...  sont  égaux  à  2,  on 
vérilie  immédiatement  que  les  substitutions    : 


1" 

!'(  \,B, 

)— "(A,ll 

iV- 

IH(  A,H, 

)■■'-  \,  H,)'- 

satisfont  aux  conditions  inqioséesà  li.   l'allés  apparliennent  donc  à  1^ 
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55.  Remarquons  enfin  que,  si  plusieurs  des  nombres  -,  -,  ...  sont 
égaux,  celles  de  leurs  substitutions  qui  ont  pu  être  utilisées  pour  la 
construction  de  T>  formeront  un  groupe  complexe  invariantif  pour  la 

forme   ^'' +  ^' -i- 11  devra  être  maximum    parmi   ceux   de  cette 

espèce  pour  que  F^  le  soit.  Cela  pourra  donner  lieu  à  l'application  du 
troisième  cas  d'exclusion  (  n"  21  ). 

54.  Nous  sommes  maintenant  en  mesure  de  déterminer  l'exposant 
d'un  groupe  L  de  troisième  catégorie. 

Si  (-)  =  -t-i,  cet  exposant  sera  2,   L   résultant  de  substitutions 

propres,  jointes  à  la  substitution  qui  multiplie   toutes  les  variables 
par  g. 

Si  (  -  1  =  —  I ,  cet  exposant  ne  sera  égal  à  2  que  si  les  groupes  auxi- 
liaires.)^, r',  ...à  2  0-,  2  0-',  ...  variables  (u]od2)  qui  servent  à  le  former 
et  qui  laissent  invariables  les  formes  quadratiques  W^  W,  ...  (mod  2  ) 
ne  renferment  que  des  substitutions  paires. 

Soit -i^Fun  de  ces  groupes.  Supposons-le,  pour  plus  de  généralité, 
décomposable.  11  sera  construit  à  l'aide  d'un  groupe  A  de  déplace- 
ments entre  les  m  systèmes  et  d'un  groupe  indécomposable  F, 
à  2  0-,  variables,  mu,  étant  égal  à  t.  Si  F,  est  de  première  catégorie  (ce 
qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  'F  est  du  premier  type),  ces  substitutions 
sont  de  la  forme  A'y;''^  ^,  et  dans  l'une  d'elles  au  moins  a  =  1 .  Or  nous 
avons  montré  [Journal  de  fj'oiivi/lr,  n"  série,  t.  II,  iQifi,  p.  270  à  280) 
que  les  substitutions  A,  ^f ,  ^  sont  paires  et  que  A  est  paire  o:;  impaire 
en  même  temps  que  a,. 

Supposons  au  contraire  que  F,  soit  de  deuxième  catégorie,  ce  (pii 
arrivera  nécessairement  pour  l'un  au  moins  des  groupes  <(_  si  4)  est 
bilinéaire;  car,  dans  ce  cas,  2m  étant  iujpair,  l'un  au  moins  de  ces 
nombres  sera  égal  à  i  et  la  forme  W  qui  lui  correspond  sera  du  second 
type. 

Dans  ce  cas,  F  sera  d'exposant  1.  Nous  allons  le  démontrer  par  un 
procédé  de  récurrence,  qui  établira  en  même  tenqjs  que  tout  groii|)e 
indécomposable  de  deuxième  catégorie  à  2(t  variables  (mod  2  )  con- 
tient un<;  substitution  iinjtaire. 

En  effet,  les  substitutions  de  F,  sont  de  la  forme 'l'P.^  et  les  substitu- 
tions \  et  ^sont  encore  paires.  Mais  ici  T  est  impaire.  L  sera  donc 
d'exposant  i  si  4^  contient   une  substitution  où  p  soit  égal  à    1.   Mais 

tnurn.  ,l.e    Miilh.   (7-  série),  Imiie  ML     -   !■  isr.   IV,   11)17.  ^^ 
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cela  arrivera  nécessairement.  C'est  évident  si  chaque  série  dans  F,  n'a 
qu'une  variable.  S'il  y  en  a  plusieurs,  la  construction  de  F,  dépendra 
de  celles  de  groupes  A,  A',  ...  à  invariables  (modcr),  -2.9' variables 
(  mod  crr'),  . . . ,  ci,  ci',  ...  étant  des  nombres  impairs.  Pour  que  F,  ne  con- 
tînt pas  de  substitutions  de  l'espèce  demandée,  il  faudrait:  1°  que  l'un 
au  moins  des  groupes  A,  A' parexemple  A,  fût  d'exposant2,  et  par 

suite  de  troisième  catégorit-;  2"  que  (-j  fût  égal   à   -^  i .  D'ailleurs 

m  étant  impair,  A  admet  une  forme  invariante  bilinéaire. 

Si  donc  la  proposition  à  démontrer  n'était  pas  vraie  pour  L,  elle  ne 
le  serait  pas  pour  A,  qui  a  moins  de  variables. 

5.'».  Nous  pouvons  enfin  achever  la  liste  des  exclusions  nécessaires 
pour  ne  conserver  que  des  groupes  maxima. 

Les  groupes  suivants,  non  indécomposables,  doivent  être  rejetés 
comme  contenus  dans  des  groupes  indécomposables. 

Quatrième  cas  d^exclusion.  —  Sont  à  rejeter  tous  les  groupes  non 
indécomposables  qui  admettent  une  forme  quadratique  invariante  <t> 
ne  dépendant  que  de  deux  variables. 

i^n  effet,  si  $  est  du  premier  type,  on  aura 

a>  =.  .ry. 
Les  substitutions  invariantives  seront  de  l'une  des  deux  formes 

I  ./■,    »•       (IJ-,    b\    I  nu  I  ■''•  /        "J'.    /'■''!. 

Elles  dérivent  toutes  des  suivantes  : 

i'^\''--.y   ■'■,  ,^:)'l^      /=! •'•-.>-   ^■.^•,  ^-'.rl-       /'==|.r,  >    y,x\. 

C'est  un  groupe  résoluble  indécomposable  de  première  catégorie. 
Si  <!>  est. du  second  type  et  p  impair,  on  aura 

Soit  /  une  lacine  primitive  de  la  congruence 

/'''"'  =::  I  (  mod  i>). 

On  aura  i,'  =  i'''*'\  et  •[>  sera  le  produit  des  deux  fadeurs  conjugués 

z<,  —  .^■-^-i~^y,  z,---  .1  -^  i~^ y. 
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Les  substitutions  invariantives formeront  un  groupe  résoluble  indé- 
composable de  deuxième  catégorie,  dérivé  des  substitutions 

/=|s,„G,      /..„^";,|,         Z^^"-',  F'^l^o,  ^,      ;„:;„|. 

Si  <I>  est  du  second  type  et  yo  =  2,  on  aura 

<1>  =  .i'-  -P-  v^-(- ,yj. 

et  si  l'on  pose 
on  aura  encore 


et  les  substitutions  invariantives  formeront  un  groupe  de  deuxième 
catégorie,  dérivé  de 

Les  groupes  ci-dessus  contenant  toutes  les  substitutions  invariant 
lives,  tout  autre  groupe  que  l'on  pourrait  obtenir,  étant  contenu  dans 
ceux-là,  ne  serait  pas  maximum. 

36.  Cinquième  cl  sixième  cas  d^ exclusion.  ~  Les  groupes  décom- 
posables  sans  forme  invariante,  où 

'/,  :=  2,  p"'  -^  3       OU        5. 

doivent  être  rejetés. 

En  effet,  si  /j"'  =  3,  le  groupe  en  question  est  contenu  dans  un 
groupe  indécomposable  ayant  pour  noyau 

Si  p"' ^=  5,  il  le  sera  dau>  le  groupe  qui  a  le  noyau 

A  u-  I  .r,  V     2.r,  —  5  y  I, 
15  =  I  X,  y      r,  — X  \. 

37.  Seplièine  cas  d'exclusion,  —  C'est  celui  d'un  groupe  décom- 
posable,  où  y,  =  4,  n!  =  1  o\  p  =  ^  s'il  n'y  a  pas  de  forme  invariante, 
ou  un  nombre  impair  quelconipie,  s'il  y  en  a  une. 

S'il  n'y  a  pas  de  forme  invariante,  d'où  p  =  3,  le  groupe  ((!,,  \\  ) 
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est  d'ordre  16-24  et  formé  des  substitutions 

|. '•...,  r.  „      _-./■,  zt  I,   ---,   ±:,/|  (.m.h13). 

jointes  aux  24  permutations  des  lettres  .r,  y,  z,  a.  Mais  il  n'est  pas 
maximunî,  car  on  voit  sans  peine  qu'il  est  contenu  dans  le  groupe  qui 
a  un  premier  faisceau  dérivé  de 

et  un  second  faisceau  dérivé  des  quatre  substitutions 

A  z^  I  ./;,  y.  ;,   ii      .r,    i  .    —  ;.  --  ii  |.  A,  =  |  ./•,  y,  z.  il      .r,  —  y.  ;,  —  il  |, 

h  =  {.rz)(yu).  B,-(.ry)(;«) 

S'il  y  a  une  forme  invariante,  elle  sera  quadralicjue  et  aura  pour 
expression 

j;-' ■+-_>'- +  ■;--)-  "-. 

Les  substitutions  pi'opres  du  groupe  donné  seront  encore  de  la  forme 
précédente.  Il  faudra  y  adjoindre  la  substitution  impropre 

r  ir-  I  .r,  y.   ;,  ii      nw.  j,'  )',  .:;,';,  Lia  \  (  riioil  p  ). 

où  g  est  unp  lacine  primitive  de  p.  Mais  le  groupe  ainsi  obtenu  est 
contenu  dans  le  groupe  de  troisième  catégorie  dont  le  noyau  est  dérivé 
de/",  A,  A,.  B,  B|,  car  celui-ci  contient  aussi  la  substitution  i'. 

38.  Les  groupes  suivants,  qui,  d'après  leur  mode  de  conslruclion, 
pourraient  être  présumés  indécomposables,  contiennent  un  sous- 
groupe  ai)élieu  invariant  ne  résultant  pas  des  puissances  d'ut)e  seule 
substitution;  ils  sont  donc  contenus  dans  des  groupes  décomposables 
et,  par  suite,  ne  sont  pas  maxiuia. 

Huitième  cas  d'c.vcluaioii.  —  C'est  celui  des  groupes  L  de  pit^mièie 
catégorie  où  />'  ^  3". 

On  a  ici  co  =^  ')^  f  =  8;  donc  ---  rJ  =-...--  'lA^  contient  la  sui)- 
stilulion  U'P' (5'i),  dont  la  transformée  par  une  substitution  quel- 
conque de  L  sera  de  la  forme  n'H'/f. 

D'ailleurs,  .(RP')^  =  (—  i)'^  est  écbangeabic  à  loiilc  subslitutioii 
linéaire.  (  )n  devra  dfuic  avoir 

(i;'l"/f)'-  ii;'l"V_(  -r)^ 
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Mais  W'V  transfonnanl/en  /■-\  on  aura 

(R'p  /^r-:^3frvp')■V^'p• 
Donc 

—  2p^;o     (niocIS).  d'ofi  ,■"-•  ^    "     (iii'ul/i). 

Donc  les  substitutions  de  L  seront  toutes  peruuitables  au  sous-groupe 
dérivé  de  /"-  et  de  MV  .  D'ailleurs,  ce  sous-groupe  est  abélien;  car 
R  P'  transforme/-  en/-''  — /"■ 

5Î).    Nctivièntc  ras  d' exclusion.  —  C'est  celui  des  groupes  L  de 
deuxième  catégorie,  où  p"  =2^. 
On  a  ici 

La  substitution  1*-,  dontlecube  est  l'unité,  transforme/,  A,,  l> 

en  /■',  Aj  =  A|,  B,,  ....  Elle  appartient  donc  à  L  et  ses  transformées 
par  les  substitutions  de  ce  groupe  seront  de  la  forme  P*/''. 

D'ailleurs 

doit  être  égal  à  l'unité,  d'où  la  condition 

■..10        (1      (rno(l()i,  d'où  p  =  o      (iiicul.'^). 

Donc  L  admet  le  sous-groupe  invariant  dérivé  de/'  et  de  l'".  Mais  ce 
sous-groupe  est  abélien,  car  P-  transforme/'  en  /"'■  =/'• 

iO.  Dixième  cas  d'cxciasion.  —  C'est  celui  des  gioupes  [.dont 
un  second  faisceau  li  dérive  d'un  seul  couple  de  substitutions  A,,  lî, 
ayant  le  caractère  11  =■  o. 

l^es  substitutions  de  L  étant  permutables  à  A,  le  seront  au  .sous- 
groupe  dérivé  de  celles  de  ses  substitutions  qui  sont  d'ordre  4)  les- 
quelles sont  toutes  des  puissances  de  A.B,.  Donc  L  admet  le  sons- 
groupe  invariant  abélien  dérivé  de  /,  A,  B,.  Ce  sous-groupe  nesl  pas 
formé  des  puissances  d'une  seule  substitution,  à  moinsqu'on  n'ait  w=:ji, 
d'où/---  — I  ^(A.B,)^ 

Mais  dans  ce  cas  L  devra  encore  être  rejeté,  puisqu'il  admet  un  sous- 
groupe  invariant  abélien  plus  général  que  F. 

41.  F^es  sous-groupes  suivants,  (juoique  indé(nuq)Osables.  sont 
contenus  dans  d'autres  groupes  plus  généraux. 
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Onzièntc  cas  d\:i-i-ltision.  —  C'est  celui  des  groupes  L  sans  forme 
invariante  oùp':^  3-. 
On  a  ici 

L  contient  la  substitution  P',  dont  les  transformées  seront  de  la 
forme  P  /f.  D'ailleurs,  P'-  =  (—  i)-"  étant  échangeable  à  toute  sub- 
stitution linéaire,  on  devra  avoir 

r'-=:(P7P)'=P'V''%  '!■'>"  4P=^0      (niodS). 

Donc  p  est  pair. 

Cela  posé,  si  Iw       1  (mod2),  on  aura 

Donc  L  sera  contenu  dans  le  groupe  qui  a  pour  premier  faisceau  /'* 
et  pour  seconds  faisceaux,  outre  ceux  de  L,  un  dernier  faisceau, 
dérivé  des  génératricesy-  et  1^'. 

Si  2«  était  pair,  on  remplacerait!*',  dans  le  raisonnement  précé- 
dent, par  la  substitution  P'/,  qui  jouit  des  mêmes  propriétés,  mais 
dont  le  carré  est  /'. 

42.  Douzième  cas  decclusion.  —  C'est  celui  des  groupes  L  de 
première  catégorie,  où  p'^=  V-. 

On  a  ici  co^")-— 1  =  24,  et  chacun  des  nombres  premiers 
-,  -',  ...,  divisant  w,  sera  égal  à  2  qu  à  3. 

La  substitution  R'P'  transforme  /"en  /"~  '  et  a  pour  carré  (—  i)'"^-". 
Elle  est  échangeable  à  toutes  les  subslitulious  A , ,  P), ,  ...  des  faisceaux 

A,  h' , l'ylle  appartient  donc  à  L  et  sera  échangeable  à  toutes  ses 

substitutions  aux  puissances  près  dey(52). 

Soit  R'P'/'P  Tune  de  ses  transformées.  On  aura  nécessairement 

(«'P')--  (ivp'yp)2=(H'p')-/-'f. 

d'où 

—  ip"-"      ( ItA).  p  —  <i      (iijckK)). 

p  admet  donc  un  sous  groupe  invariant  dérivé  de/''  et  de  IV P'. 

D'ailleurs  K'P'  est  échangeable  à  /"',  car  elle  la  transforme  en 
/-'-"=/'•;  elle  transforme  d'autre  part/"  ru /"'"=  — /". 

Donc,  si  T  -f-  w«  est  im|)air,  P  sera  coiileuu  dans  un  groupe  de  troi- 
sième catégorie  ayant  pour  seconds  faisceaux  /*,  //',  ...  et  (y",  R'P'). 
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Si  T  -f-i;«  était  pair,  R'P'  serait  d'ordre  2,  le  faisceau  (  /%  HP) 
aurait  pour  caractère  zéro,  ce  qui  £st  inadmissible;  mais  U'P' pourrait 
être  remplacée  dans  le  raisonnement  par  R'P'/',  qui  est  d'ordre  4. 

4ô.  Treizième  cas  d'cxrlusioti.  —  C'est  celui  des  groupes  L  de 
première  catégorie,  oùpv'=  •;  cIt  +  Iz/sei  (moda).  On  a  ici  w  =  '|, 
~  =~'=  •••  =  2;  et  L  contiendra  la  substitution  R'  échangeable  à  /-. 
et  dont  le  carré  est  (-  1  )--^^"z=  —  i.  Les  substitutions  de  L  seront 
toutes  permutables  au  groupe  (/,  li');  I^  sera  donc  contenu  dans  le 
groupe  de  troisième  catégorie  ayant  un  premier  faisceau  formé  des 
puissances  de/-  et  les  seconds  faisceaux  A,  A',  ...  (  /',  IV). 

4i.  Quatorzième  cas  d'c.ccliisioii..  —  On  rejettera  également  les 
groupes  de  deuxième  catégorie,  où  p"  =3  cl  7  +  i//  ^  i . 

La  démonstration  est  identique  à  celle  du  numéro  précédent,  en  y 
remplaçant  R'  par  P  . 

4o.  Deux  derniers  cas  d'exclusion  résultent  de  la  considération 
suivante  : 

Soit  toujours  f>  un  groupe  résoluble  à  n  variables  (mod/>)  et  à 
forme  invariante  <l).  Ses  substitutions  propres  forment  un  groupe  L" 
ne  contenant,  si  p  est  impair,  qu'une  partie  des  substitutions  de  L. 

Mais  si  <|)  est  bilinéaire,  on  pourra  avoir  à  se  servir  de  L  comme 
groupe  auxiliaire  pour  construire  des  groupes  résolubles  à  plus  de 
//  variables.  Nous  avons  vu  que  les  substitutions  de  L"  sont  toujours 
utilisées  dans  cette  construction;  mais  les  substitutions  inqjrôpres 
de  1^  ne  le  seront  que  sous  certaines  conditions  (|ui  ne  seront  pas  tou- 
jours remplies.  Si  donc  il  existe  un  groupe  L  ne  contenant  |)as  L,  mais 
tel  que^L"  contienne  IV',  certains  groupes  formés  au  moyen  de  l'auxi- 
liaire L  contiendraient  ceux  formés  de  même  avec  l'auxiliaire  L,  les- 
quels ne  seraient  pas  niaxima. 

f(î.  Quinzième  cas  (Vcudusion.  -  Un  gioupe  L  de  seconde  caté- 
gorie où  //'  =  7,  -  1  et  i://..-^o(mod2)  ne  devra  être  employé 
comme  groupe  auxiliaire  que  si  l'une  au  moins  de  celles  de  ses  substi- 
tutions qui  multiplieni  <!>  [)ar  un  non  lésidn  de  7  est  utilisée  dans  la 
construction. 
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On  a  en  effet 

'..:-;  +  I       :X,  -.         r.'--.  .  .      ■   >.. 

L  conlient  la  sulistilulion  V  dont  le  carré  est  (—  i)^'-^"=  — i.  Ses 
transformées  [)ar  les  substitutions  fie  L  seront  de  la  forme  Vp'-,  mais 
p  sera  nécessairement  pair. 

Kn  effet,  les  substitutions  permutables  aux  groupes  //,  //',  ...  résul- 
tant de  la  combinaison  de  P'  avec  des  substitutions  des  espèces 
T,  T',  ...,  forment. respectivement  des  groupes  K,  K',  ....  Supposons 
que  le  groupe  K,  par  exemple,  contînt  une  substitution  T,  qui  trans- 
forme 1"  en  P'/^',  p,  étant  impair.  L'ordre  de  K  serait  divisible  par  8 
et  K  résulterait  de  la  combinaison  de  T,  avec  un  sous-groupe  inva- 
riant formé  parcelles  de  ses  substitutions  qui  sont  échangeables  à  F'. 
Les  trois  premiers  facteurs  de  composition  seraient  donc  égaux  à  i. 

Or  cela  est  impossible,  K  étant  isomorphe  à  un  groupe  at  formé  de 
IVnsemble  des  substitutions  qui  laissent  invariante  une  forme  quadra- 
tique W  à  20-  variables  (moda).  Or  un  semblable  groupe  n'a  en 
général  que  deux  facteurs  de  composition,  dont  un  seul  est  égal  à  2; 
et  si  1  =  2,  auquel  cas  il  admet  une  décomposition  plus  complète, 
il  n'a  aucune  suljslitution  d'ordre  8  (  16). 

Les  substitutions  de  L"  seront  donc  permutables  au  faisceau  dérivé 
de  f-  et  de  P'.  D'ailleurs, 

L"  sera  donc  contenu  dans  le  groupe  L"  de  troisième  catégorie  cons- 
truit sur  le  noyau 

/■■■,     //.     h' i./M"i. 

Ln  adjoignant  au  groupe  L"  la  substitution  i;  qui  miilliplie  toutes  les 
variables  par  <^,  racine  primitive  de  7,  on  obtiendra  un  nouveau 
groupe  1/ contenant  toutes  les  substitutions  de  L  qui  aiultiplientO  par 
un  résidu  quadratique;  et  I^,  contenant  la  substitution  g,  contiendra 
encore  \J . 

47.  Si'Lzicnn'  ras  cfciclusioii.  —  Un  groupe  L  de  première  caté- 
gorie où  />"'  =  7,  et  où  les  circonstances  suivantes  sont  réunies  : 

1"  Le  nombre  11  (h's  variables  de  ciiaque  série  est  une  puissance 
de  2  ; 

9."  T       1;         2.»       o         (inoda) 
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ne  devra  être  employé  comme  groupe  auxiliaire  que  si  l'une  de  celles 
de  ses  substitutions  qui  nuiltiplient<ï>  par  un  non  résidu  de  7  est  utilisée 
pour  la  construction. 
Soit,  en  effet, 

/.     A,     //,      ... 

son  noyau.  L"  sera  formé  de  la  combinaison  desubstitutionsT,  T, ..., 
échangeables  à /avec./ (laquelle  est  d'ordre  (i)  et  une  deuxième  substi- 
tution R',  échangeable  à  celles  de  A,  /t',  ...  et  transformant  /  en  /"' . 
Or,  considérons  un  groupe  L"  de  troisième  catégorie  admettant  des 
seconds  faisceaux//,  h  ...  ayant  respectivement  autant  de  généra- 
trices que  h,  h'  et  les  mêmes  caractères  et  un  dernier  second  faisceau 
formé  d'un  seul  couple  de  génératrices  A,  B  ayant  pour  caractère  i. 
La  forme  <1>  qu'il  laisse  invariante  sera  d'un  type  t  défini  par  la  rela- 
tion 

Donc  T  =  I  et  $  sera  bilinéaire  ainsi  que  «I>.  Le  groupe  L"  est  formé 
desubstitutionsT,  T  ,  ...jointes  à  des  substitutions  échangeables  à 
toutes  celles  de  //,  //';  lesquelles  résultent  de  la  combinaison  de  A,  B 
avec  deux  nouvelles  substitutions,  l'une  U  d'ordre  G  transformant  cir- 
culaircment  les  unes  dans  les  autres  les  substitutions  A,  B,  AB  ; 
l'autre  V  transformant  A,  B,  U  en  B,  A,  Li-. 

L"  contient  un  sous-groupe  A  d'indice  4  formé  des  substitutions  U, 
V,  T,  T  ,  ...  Mais  les  substitutions  U,  V  et  celles  de  A,  //  ,  ...  ont 
entre  elles  les  mêmes  relations  que/",  R'  el  les  substitutions  de  //,  /i',  ... 
On  pourra  donc,  jtar  un  changement  de  variables,  transformer  U,  \  , 
Ti,  /i  ,  ..c  en  /',  I!',  //,  //'.  . .  .  el  si  l'on  emploie  pour  la  construction 
de  L"  les  mêmes  groupes  auxiliaires  que  pour  celles  de  L",  les  substi- 
tutions T,  T  ,  ...  seront  également  transformées  en  T,  !"',  ..  .;  de  sorte 
([ue  L"  se  confondra  (à  la  notation  près)  avec  A,  et  sera  contenu 
dansL". 

il  bis.  l.,es  exclusions  précédentes  sont  surilsanles.  i*our  le  mon- 
trer, nous  devrons  établir  : 

i"  Que  si  L,  L  sont  deux  ([iielconques  des  groupes  conservés,  L  ne 
pourra  être  conteim  dans  l..s'il  est  formé  d'une  manière  diiïérente; 

2°  Si /)  étant  impair,  L,  1^  admettent  une  forme  iu\ariante  bili- 
néaire, il  faudra,  en  outre,  ([ue  L"  ne  soit  pas  contenu  dans  L". 

Journ.  de  Malli.  (7*  série),  lomc  III.  —   l'use.  IV,   11117.  ''J 
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La  première  condition  ùlant  toujours  satisfaite  lorsque  la  seconde  le 
sera,  nous  pouvons  nous  borner  le  plus  souvent  à  considérer  celle-ci, 
même  dans  les  cas  où  elle  cesserait  d'être  nécessaire. 

Mais  cette  discussion  est  longue  et  difficile.  Elle  exige  rétablisse- 
ment préalable  de  diverses  propriétés  des  groupes  L". 

Nous  procéderons  par  récurrence  en  montrant  que  les  deux  propo- 
sitions précédentes  ne  pourraient  être  en  défaut,  pour  les  groupes  que 
l'on  considère,  que  si  elles  l'étaient  déjà  pour  d'autres  groupes  ana- 
logues contenant  moins  de  variables. 

L'analyse  sera  différente  suivant  que  cbacun  des  groupes  L",  L" 
sera  ou  non  complexe,  décomposable  ou  non.  Dans  chacun  de  ces  cas 
nous  établirons  que  L"  ne  peut  contenir  L"  que  si  certaines  inégalités 
numériques  sont  remplies.  Or  elles  ne  peuvent  l'être  que  dans  un  petit 
nombre  de  cas  particuliers  dont  la  discussion  relativement  facile  fera 
retrouver  successivement  les  cas  d'exclusion  signalés  ci-dessus  néces- 
saires, sans  en  faire  apparaître  aucun  autre. 

III.  —  Les  groupes  présumés  primaires  et  indécomposables 
le  sont  en  réalité. 

i8.  Nous  démontrerons  dans  cette  section  que  les  exclusions 
signalées  plus  haut  comme  nécessaires  une  fois  opérées  : 

i"  Les  groupes  L  cons/ri/its  par  la  méthode  des  n"'  'i'i  à  51  connue 
primaires  et  indécumposables  le  sont  en  réalité. 

■1°  S'ils  sont  susceptibles  d'êti-e  employés  comme  groupes  auxi- 
liaiics.,  le  sous-groupe  L°  formé  par  leuis  substitutions  propres  est 
cmore  primaire  et  indécomposable . 

Rappelons  la  définition  des  groupes  primaires  ou  indécomposables. 

Un  groupe  est  primaire.,  si  y,  étant  une  fonction  linéaire  quel- 
conque des  variables  indépendantes  .i\ ,  . . . ,  ./;,,  ;  v, ,  y..,  . . .  ses  trans- 
formées par  les  substitutions  du  groupe,  il  existe  toujours//  fonc- 
tions linéaires  distinctes  parmi  leurs  combinaisons  linéaires 
«,  y,  -+-  a-iy-i  -+-... 

Il  est  indrcompusable^  s'il  n'est  pas  possible  de  [)artagerles  variables 
en  systèmes 

(.'■,   ....'■,,).      (.r;,  ...  .v\\      ... 

tels  ([ue  chaque  substitution  du  groupe  remplace  les  fonctions  linéaires 
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o,.r,  -I-  . . .  +  a/,.V/,-  de  l'un  de  ces  systèmes  ^par  des  fonctions  Unitaires 
des  variables  d'un  même  système. 

Ces  définitions  supposent  que  les  variables  originaires  .t-, . .. ,  x„  sont 
l'éelles.  Mais  la  réduction  à  la  forme  normale  du  noyau  de  L"  nous  a 
conduit  à  leur  substituer  de  nouvelles  variables  dans  l'expression  des- 
quelles figure  une  quantité  /  le  plus  souvent  imaginaire.  Pour  con- 
server les  avantages  de  ce  cbangement,  il  conviendra  d'exprimer  les 
fonctions  linéaires  à  considérer  au  moyen  de  ces  nouvelles  variables, 
et  d'accepter  des  valeurs  imaginaires  pour  les  coefficients  a,,  «2,  . . . 

■59.  1°  L"  es/  priinairc.  —  En  effet,  soit  )',  une  fonction  réelle 
(juelconque  exprimée  en  fonction  des  nouvelles  variables.  Parmi  les 
combinaisons  linéaires  dey,  et  de  ses  transformées,  cberchons-en  une  Y 
qui  contienne  le  moins  do  variables  possible.  Elle  n'en  contiendra 
qu'une  seule. 

Supposons  en  effet  qu'on  cùl 

v  =  V  +  v,  +  .... 

\  ,,  Vm  ...contenant  respectivement  les  variables  des  séries  r,s, 

I-ia  substitution  /'multipliant  Y,.,  '^  ,  par  des  facteurs  différents,  on 
pourra,  en  combinant  Y  avec  sa  transformée  par  /,  obtenir  une  nouvelle 
fonction  ^  '  ne  contenant  plus  les  variables  de  la  série  s. 

Donc  \  ne  peut  contenir  que  les  variables  |  ;,  H.,. ..;,;', ...],.  d'une 
seule  série.  Si  elle  en  contenait  plus  d'une,  elles  difTéreraient  par  la 
valeur  de  l'un  au  moins  des  indices  S,  par  exemple  ;,,  et  l'on  aurait 

V  _^  \a  -+-  \,  -  . .  . , 

\„,   \  i„  ...  contenant  respectivement  les  termes  où  ç  ==  (/,  //,  La 

substitution  A,  multipliant  V„,  Y^  par  des  facteurs  dilTércnts,  trans- 
formerait Y  en  unefonction  dontia  combinaisonavec Ydonneraitnne 
nouvelle  fonction  Y'  ne  contenant  plus  les  variables  de  ^ /,. 

Donc  Y  ==  I  E,  ?.j  ...?|  H', ...  |,.  cbacun  des  indices  H,  /•  ayant  une 
valeui'  (bHerminée.  Mais  les  subi-titutions  li,,  ...  transformeront  \ 
en  fonctions  analogues  où  les  ç  prendront  toutes  les  valeurs  dont 
ils  sont  susceptibles.  Enfin  chacune  de  ces  fonctions  étant  de  la  forme 
(i-,y,  -h  a.,y.,-h ...,  où  a,,  «j  sont  des  imaginaires  convenablement 
choisies,  il  suffira  de  remplacer  celles-ci  par  leurs  conjuguées  pour 
obtenir  les  variables  conjuguées  correspondantaux  autres  valeursde  /•. 

lùifin  pour  les  groupes  de  première  catégorie  il  existe  un  second 
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système  de  variables  |  ç,  . . .],.  associées  aux  jirérédeiiles;  mais  L"  con- 
tient une  substitution  qui  permute  les  deux  systèmes.  Donc,  dans  tous 
les  cas,  les  transformées  dey,  par  les  substitutions  de  L",  combinées 
entre  elles,  donneront  autant  de  fonctions  distinctes  qu'il  existe  de 
variables  :  L°sera  donc  primaire. 

iiO.  ScoLiE.  —  Le  iiniuln-r  des  tran-sfofmres  dijférrntcs  d'unr 
fonction  qurh'onquc  \  par  les  sulislllittions  de  L"  est  ou  moins  cî^oJ 

à  COL/.. 

En  efîet,  s'il  y  a  deux  systèmes  associés,  on  peuladmetlre  que  Y 
contient  les  variables  du  premier  système,  car  s'il  n'y  figurait  que 
celles  du  second  système  on  considérerait  au  lieu  de  Y  sa  transformée 
par  la  substitution  qui  échange  les  deux  systèmes. 

La  fonction  Y  (ou  la  partie  de  cette  fonction  formée  par  les  variables 
du  premier  système)  sera  une  somme  de  fonctions  conjuguées 

V„   - . . .  +  Vv      .    . 

dont  la  première  ne  contient  que  les  variables  |  :,  :^  ...|j,  de  la  première 
série.  Ses  transformées  auront  une  expression  analogue. 

Si  nous  supposons  que  Y„  contienne  deux  variables  où  l'indice  ;, 
par  exemple  prenne  des  valeurs  dilTérentes,  ses  -  transformées  par 
les  puissances  de  A,  difTéreront  les  unes  des  autres  par  le  rapport  des 
coefficients  correspondants  à  ces  variables. 

Si,  au  contraire,  Y^  ne  contient  que  des  variables  où  H,  ait  toujours 
la  même  valeur,  ses  -  transformées  par  les  puissances  de  B,  seront 
encore  différentes  comme  ne  contenant  pas  les  mêmes  variables. 

Le  même  raisonnement  pouvant  se  faire  pour  chacun  des  indices  H, 
on  voit  que  la  transformation  de  Y„  par  les  substitutions  des  fais- 
ceaux //,  A  ,  ...  donnera  au  moins  ;j.  fonctions  différant  les  unes  des 
autres,  soit  par  les  variables  qu'elles  contiennent,  soit  par  les  rapports 
des  coefficients. 

(chacune  d'elles,  transformée  par  les  puissances  de  /",  donnera 
oj  transformées,  dilVérant  les  unes  des  autres  par  un  facteur  constant. 

i>l .  2"  L"  est  inili'coniposahle.  —  Supposons,  en  effet,  (pi'on  puisse 
opérer  une  répartition  des  variables  en  plusieurs  systèmes.  Parmi 
les  fonctions  qui  a[)partienncnt  à  quelqu'un  de  ces  systèmes,  soit  \ 
l'une  de  celles  qui  contiennent  le  nombre  minimum  de  variables.  Nous 
allons  montrer  qu'elle  n'en  contient  qu'une  seule. 
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Supposons  lout  d'abord  qu'elle  conlinl  des  variables  de  m  séries, 
<7,  h,  ....  On  pourrait  écrire 

V  =  Y„H-Y„  +  ..., 

Y„,  V4,  ...  contenant  respectivement  les  variables  des  séries  (/,  b 

Les  transformées  de  Y  par  les  puissances  de  /"sont  au  nombre  de  w; 
chacune  d'elles  appartiendra  à  un  des  systèmes  supposés.  D'ailleurs 
deux  quelconques  d'entre  elles  ne  sauraient  appartenir  au  même  sys- 
tème, si  elles  ne  sont  pas  égales  à  un  facteur  constant  près;  car  par  leur 
combinaison  on  pourrait  obtenir  une  nouvelle  fonction  appartenant 
encore  à  ce  système,  mais  où  l'une  des  fonctions  partielles  aurait 
disparu.  Si  donc  on  dési<;ne  par  q  le  nombre  des  puissances  de/  qui 

multiplient  Y  par  un  facteur  constant,  on  aura  -  transformées  appar- 
tenant à  des  systèmes  diiïérents  et  par  suite  linéairement  distinctes. 

Mais  elles  s'expriment  toutes  au  moyen  des  ni  fonctions  Y„,  \^ 

On  aura  donc  l'inégalité 

(1)  -  "  "' 

dont  nous  allons  établir  l'impossibilité. 

i')2.  1"  Supposons  d'abord  qu'il  n'y  ait  pas  de  forme  invariante.  On 
aura  w  =  yy'  —  i . 

D'autre  part,  soit  o  le  plus  i^^rand  commun  diviseur  de  v,  b  —  a, 
r  —  a, Les  nombres  it ,  A,  ...  appartenant  tous  à  la  suite 

a.     n  -HO,     «  -t-  2  0,      .... 


l'-nlin,  une  puissance  quelconque  de/"  multiplie  ^  „,  V/,.  .  . .  par  A', 
A"',  ...,  A  étant  une  racine  de  la  congruence 

l'our  (pi'elle  tnulti[)lie  ^    par  un  facteur  constant,  il  faudra  donc  ({u'on 
ait 

d'où 

/>■/''•  "—I  =.  .  .  e-.  I  (  hi,kI/<  I, 
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et.  par  suite, 

/,/'■'-'  ;^  I  (  moi)  /)  I, 

congruence  qui  a  /)''  —  i  racines.  Donc  q  :=  p''  —  i . 
L'inégalité  (i)  devient  donc 


P'- 


iseiir  de  v  ). 


P"  -'       " 

l-.lle  est  évidemment  impossible. 

o5.   2"  Si  L"  est  Je  premièi'e  catégorie,  suit  d'abord  ■/>  i  et 

les  séries  a,  h,  ...  appartenant  au  premier  système,  les  séries  a',  li' ,  .. 
à  son  associé. 

Soit  0  le  plus  grand  commun  diviseur  de  v  ,  h  —  a,  . . . ,  h'  —  a',  . . . 
On  aura 


D'autre  part,  une  puissance  de  f  multipliera  \„,  '^4,  ...,  Y,/, 
Y^',  . . .  par  A/"",  /.''",  ...,/.  ''' ,  A  ''" ,  . . .  où  A'''-'  =  i.  Pour  «pi'elle 
multiplie  Y  par  un  facteur  constant,  il  faudra  donc  qu'on  ail, 

/,'''^'  ^  I  I  mod  /*  ), 

0  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  0  et  de  a -h  a' ,  leipiel  est 
au  plus  égal  à  0. 

(^n  aura  donc  l'inégalité 

//'  —  I   ^  -îv' 

— ; — >"  > 

//'  —  I  o 

où  0  divise  0,  Ircjuel  divise  v'. 

D'ailleurs  />'  >  4.  Cette  inégalité  n'admettrait  donc  (pi'une  seule 
solution  /?'  =  3-,  0  =  0'=  I.  Mais  ce  cas  est  exclu  (  n"  58). 

Hesle  à  considérer  le  cas  où,  v'  étant  égal  à  1,  cliacun  des  deuv 
systèmes  associés  ne  contient  qu'une  série.  On  aura  alors 

Y  =  V„+Y„' 
et/Aï^j.  D'autre  |>arl  A  devant  satisfaire  à  la  relation  A''   '::si(modyy) 
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sera  réel.  On  aura,  en  outre,  AssA    '  d'où  /.ees±i.  Donc  7  =  2  et 
l'inégalité  devient 

Elle  serait  satisfaite  pourp'  tt^  ">. 

Nous  réserverons  provisoirement  l'examen  de  ce  cas  d'exception 
pour  ne  pas  rompre  la  suite  des  raisonnements. 

54.  3°  Si  L"  est  de  deuxième  catégorie,  on  a  2v'  séries  conjuguées 
et  i>i"  — '  0  étant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  jv',  l>  ~  a,  .... 
D'autre  part,  k  devra  satisfaire  aux  deux  congruences 

/■''"•■-'=..      /y-^i^,      („mh|/m. 

Si  0  ne  divise  pas  v',  il  sera  égal  à  '2d,  d  étant  un  diviseur  de  v'  tel 
([ue  ^  soit  impair.  On  aura,  par  suite, 

/>''  —  I  =  (  /'''  —  n  (  //'  -H  I  )  : 

//'-+-  (  divisera/'  +  1 ,  qui  pourra,  en  outre,  avoir  (si  p  est  impair)  un 
facteur  commun  2  avec  />'' —  i.  On  aura  donc  q  =  -i{p''  -+-  1)  et,  par 
suite. 


2  I  //'  +  1  )  (I 


Cette  inégalité  ne  peut  avoir  lieu  Q  étant  impair]  que  si  p'  =  :>' 

et  f/  =  I.  Mais  ce  cas  est  exclu  (n"  59). 
Si  0  divise  v',  on  aura 


/,' 


et  comme  p'  —  i  et//'  -1-  i  ne  peuvent  avoir  d'autre  diviseur  commun 
que  2,  on  aura 

/''''  +  '  -  21 . 
2         'j 

Cette  inégalité  n'est  possible  que  si  //'  -  l.  0  =  1.  Xous  réserverons 
encore  l'examen  de  ce  cas. 

o;>.  Il  est  donc  établi  (sauf  les  deux  cas  réservés)  cpie  l'un  des  svs- 
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tèines  dont  on  a  supposé  l'existence  contient  une  fonction  \„  où  ne 
fig'urent  que  les  variables  d'une  seule  série. 

Ses  transformées  par  les  wy."  substitutions  du  noyau  de  L"  appar- 
tiendront chacune  à  un  système.  Or  elles  s'expriment  au  moyen  de  a 
fonctions  linéairement  distinctes.  Le  nombre  des  systèmes  s,,  s^,  ..., 
auxquels  elles  appartiennent  ne  peut  donc  dépasser  a. 

La  substitution  /,  multipliant  chacune  des  fonctions  précédentes 
par  un  facteur  constant,  ne  déplacera  aucun  de  ces  systèmes. 

Les  u.'-  substitutions 

K'-f'l',';' \^'V,%\\^.\'<\y,  ... 

permuteront  transitivement  les  systèmes  s  précédents.  Donc,  l'une 
d'entre  elles  U  laissera  immobile  un  système  donné  ^, . 

Elle  ne  déplacera  aucun  de  ces  systèmes  .ç,,  s.,,  ....  Soit,  en  effet, 
S  une  substitution  du  noyau  qui  fasse  succéder  S/^  à  .v,.  La  substitution 
S"'  US  ne  déplacera  pas.^^;  mais  elle  estde  la  forme  IJ/^  el  f  ne  déplace 
pass^.;  dont  U  le  laisse  également  immobile. 

Celles  des  substitutions  de  L"  qui  ne  déplacent  pas  les  séries  per- 
mutent également  les  syslènies.?  enire  eux.  Si  T  est  l'une  d'elles,  la 
transformée  T"'  UT  ne  les  déplacera  pas. 

Or,  si  nous  supposons  pour  lixer  les  idées,  que  dans  la  substitution  U 
l'un  au  moins  des  exposants  y.,,  3 «a,  j^^  ne  soit  pas  nul,  les  trans- 
formées T~' UT  combinées  entre  elles  reproduisent  tout  le  second 
faisceau 

VU, lî^  ' 

Or  les  transformées  de  Y„  par  les  substitutions  de  ce  faisceau  dé- 
pendent linéairement  de  ti'  fonctions  distinctes,  qui  toutes  feront  partie 
(In  même  système.  Le  nombre  des  systèmes  s,,  ....  ne  pourra  donc 
surpasser  az^",  nombre  inférieur  à  celui  u.^r.'-'^  des  substitutions  de  la 
forme  A\^'' B'/' . . .  .  Par  un  raisonnement  pareil  au  précédent,  on 
verra  qu'il  existe  un  second  faisceau  h'  dont  les  substitutions  laissent 
immobiles  tous  les  systèmes  .s,,  ....  et  que  le  nombre  de  ceux-ci  ne 
pourra  pas  dépasser  ijL-"-'  "'.  Continuant  ainsi,  on  arrive  finalement 
à  cette  conclusion  (|ue  toutes  les  fonctions  des  variables  de  la  série  a 
appartiennent  à  un  seul  système. 

Chacune  de  ces  fonctions   ^  „,   exprimée  au  moyen  des  variables 
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réelles  a?,.  . . .  ,  x„,  sera  de  la  forme 

fl',  .c,  +  ...  H-  rt/,  .r/, 

OÙ  les  a  sont  «les  (jiiaiitités  complexes.  Cnles  remplaçant  par  leurs  con- 
juguées, on  obtiendra  les  fonctions  Y,, .  . . ,  conjuguées  de  Y„  qui  seront 
également  linéaires  en  a;,,  . . .  ,XkCl,  par  suite,  appartiendront  au  même 
système. 

Donc,  sauf  pour  les  groupes  de  première  catégorie,  aucune  décom- 
position en  plusieurs  systèmes  n'est  possible,  puisqu'ils  se  réduiraient 
à  un  seul  contenant  toutes  les  variables. 

Pour  les  groupes  de  première  catégorie,  on  a  une  décomposition 
toute  trouvée  en  deux  systèmes  associés;  mais  elle  ne  satisfait  pas  à  la 
seconde  condition,  imposée  par  la  définition  des  groupes  indécompo- 
sables à  forme  invariante  $  (17).  Car  ici  la  forme  $,  bilinéaire  par 
rapport  aux  variables  des  deux  systèmes,  ne  peut  évidemment  pas 
se  décomposer  en  deux  formes  partielles  $, -f- (p^  où  ces  variables 
figurent  séparées. 

56.  Passons  à  l'examen  des  deux  cas  réservés. 

(iioupcsdepi'cmicre  catéi^ofie  où  p'  =^  ^.  —  Dans  un  semblable 
groupe  L,  on  a  deux  séries  associées,  contenant  respectivement  des 
variables  x  et  des  variables  x' \  L  contient  la  substitution  impropre 

k  =  I  X,  x'     X,  gx'  I         { i,'  =  3 ). 
L"  a  pour  noyau 

/A,,    .  ..,  A^  , 
J—\x,x'     gx,  g-Kx  \,        -''^^W  li     )•/''.•••• 

Les  nombres  ",  ii',  ...  divisant  4,  seront  égaux  à  2;  donc 

/>=&'  =  ...  =  -!. 

S'il  y  avait  une  décomposition  possible  en  systèmes,  leurs  fonctions 
seraient  de  la  forme 

X  et  X'  coiUciiaiil  respectivement  les  variables  des  deux  séries.  Si 
l'une  de  ces  fonctions  se  réduisait  à  la  foi'iiio  \,  on  pourrait  achever  la 
démonsti'ation  comme  dans  le  cas  général. 

Or,  si  la  forme  invariante  <I>  est  (|uadrati(pie,  l>  ne   jiouxaut  être 

Journ.  de  Math.   (7"  série),  loiiic  III.—  Kcisc.  IV,  lyi;.  'tO 
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employé  comme  groupe  auxiliaire,  il  suffit  de  prouver  qu'il  n'est  pas 
décomposable.  On  peut  donc  considérer  les  transformées  de  X  +  X' 
par  les  puissances  de  k.  Ces  fonctions  X  +  g^X.'  au  nombre  de  4  ne 
dépendent  que  des  deux  variables  XetX';  donc  deux  d'entre  elles 
appartiendront  au  même  système,  qui  contiendra  également  une  fonc- 
tion des  variables  d'une  seule  série,  résultant  de  leur  combinaison. 

Si  $  est  bilinéaire,  il  faudra  démontrer  que  L°  est  indécomposable. 
Cela  sera  établi  si  nous  arrivons  à  prouver  qu'une  puissance  impaire 
de  /,  telle  que  /'p,  laisse  quelque  système  immobile;  car  il  contiendra 
les  deux  fonctions  distinctes  X  +  X'  et  g^X  -^  g-^X'  et,  par  suite, 
XetX'. 

Or,  riiypothèse  contraire  va  nous  amener  à  une  contradiction. 

o7.  Tout  d'abord,  le  nombre  des  systèmes  ne  peut  surpasser 
celui  2U.  des  variables.  Or,  il  existe  2  a-  substitutions  de  la  forme 

/PA^'B?'...  A',«ÎB;f'..., 
où  p  =  o  ou  I . 

Donc,  parmi  ces  substitutions,  il  en  existera  une  V  qui  ne  soit  pas 
puissance  de  f  et  qui  laisse  immobile  un  système  donné  s, . 

Soit  S  une  autre  substitution  du  noyau  qui  remplace  s,  par  un 
autre  système  .9/^;  S-'  US  ne  déplace  pas  .Ç/,;  mais  cette  substitution  est 
égale  à  U  ou  à  OU,  0  multipliant  toutes  les  variables  par  — i  et,  par 
suite,  laissant  5/,  immobile. 

On  pourra  en  conclure,  comme  au  n°  o3,  que  les  u.  fonctions  que 
les  substitutions  de  A,  h' ,  .  . ..  font  succéder  à  X  4-  X'  appartiennent  à 
un  même  système.  Donc  ou  n'aurait  que  deux  systèmes,  que  /  échan- 
gerait entre  eux. 

i)8.  Cela  |)osé,  L"  contient  la  subslitulion 

H'=R(A,B,)"(A;ir,)"'.  .. 

dont  les  ti'ansformécs  par  les  substitutions  de  l'espèce  T  qui  laissent 
<I>  invariable  et  sont  permutables  à  //  seront  de  la  forme  H'/P. 

Le  groupe  K  formé  par  ces  substitutions  T  est  isomor|)lie  à  un 
grou|)e  tK  de  substitutions  linéaires  laissant  invariante  la  foiine  '^ 
(piadrati([ue  à  2  t  variables  mod  2  qui  correspond  au  faisceau  /> .  Il 
contient  un  seul  sous-groupe  invariant  K'  d'indice  ■?.  formé  [>ar  celles 
de  ses  suhstilutioiis  dont  les  corrélatives  dans  ;h:  sont  paires. 
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Il  contient  d'ailleurs  la  substitution 


T  = 


laquelle  transforme  A,,  B,,  R'  en  B,,  A,,  R'/'"^-". 

Celles  des  substitutions  de  K  qui  transforment  R'  en  R'/^  (ppair) 
forment  évidemment  dans  K  un  sous-groupe  invariant  d'indice  2,  qui 
se  confondra  nécessairement  avec  K'.  Au  contraire,  toutes  celles  de 
ces  substitutions  qui  correspondent  aux  substitutions  impaires  de  K 
transformeront  R'  en  R'/P  (p  impair). 

Or,  L"  contiendra  nécessairement  une  de  ces  substitutions  ;  car 
pour  éviter  de  tomber  dans  un  cas  exclu  (iS),  il  faut  supposer 

T  +  i«  =  o         (  mod  2). 

D'ailleurs,  ^  étant  bilincaire,  on  a  t  =  i.  Donc  l'un  au  moins  des 
nombres  u,  u',  . . .  sera  égal  à  i  (nous  pouvons  supposer  que  c'est  u  ). 
Donc  la  forme  '\i  sera  du  second  type  ;  et  le  groupe  auxiliaire  X  contenu 
dans  iK  qui  sert  à  la  construction  de  L"  contiendra  une  substitution 
impaire  («>4). 

Cela  posé,  si  la  substitution  R'  laisse  les  systèmes  immobiles  (ou  les 
échange),  sa  transformée  W/^  les  laissera  aussi  immobiles  (ou  les 
échangera).  Donc  une  substitution  yP  où  p  est  impair  ne  les  déplace 
pas,  contrairement  à  ce  qui  était  supposé. 

i)i).  Groupes  de  dru.ciéme  catégorie  où  p*  =  3.  —  Le  groupe  L 
contii'Ut  toutes  les  substitutions  (pi'il  aurait  en  l'absence  de  forme 
invariante.  Il  est  donc  indécomposable. 

Mais  si  la  forme  «I)  est  bilinéaire,  il  faut  encore  établir  que  L"  est 
indécomposable.  La  démonstration  est  identique  à  la  précédente. 
Après  avoir  montré  qu'il  ne  peut  y  avoir  plus  de  deux  systèmes,  on 
remplacera  dans  le  raisonnement  la  substitution  R'  par  celle-ci  : 

p'  =  P(\,b,)«(\;b;  )"■... 

et   r  par  la  subslilution 


T,: 


[i,...],     /î94^,...Jo 


Ur 


[4,...],    '='î95.u,...],+  [4, +■ j,j  I 

laipielle  transforme  encore  A,,  B,,  1'   en  B,,  A,,  1> y '+•"'. 


(')   Les  indices  non  inallérés  ne  sont  pas  écrits. 
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IV.  —  Cas  où  ni  L'\  ni  L"  ne  sont  indécomposables. 

(ïO.  Il  est  évident  qu  un  groupe  L"  déconiposable  ne  peut  contenir 
un  groupe  L"  indécomposable,  si  celui-ci  l'est  réellement,  ainsi  qu'il  a 
été  démontré  dans  la  section  précédente. 

Nous  établirons  dans  celle-ci  : 

i"  Que  si  L"  est  décoinposabie  et  contenu  dans  L",  //  lui  sera 
identique  ; 

2°  Que  si  l."  est  complexe,  L"  ne  peut  le  contenir. 

61.  Lemme.  —  Le  nombre  N  des  transformées  différentes  dUme 
fonction  linéaire  quelconque  o  par  les  substitutions  d'un  groupe  pri- 
maire L"  à  n  variables  moàp  ne  peut  êtie  irtferieur  à  /*+  i.  Il 
surpassera  même  ce  nombre,  sauf  pou;-  quelques  groupes  exception- 
nels que  nous  allons  déterminer  : 

i"  Si  L"  est  indécomposable,  on  aura  ]\3;oj;j.  ^^30).  Or,  s'il  n'y  a 
pas  de  forme  invariante,  on  aura 

o.jj.  ^  (  //'  —  I  )  jU ,  /(  +  I  =r  p.v  4-  I  (/>■'>  2  )  ; 

Si  L°  est  de  première  catégorie, 

fj);j.  ^(  ff'  —  I  )  fi,  «  +  I  :=  9,  l'J-v'  +  I  (  p''  >  'i  )  ; 

S'il  est  de  deuxième  catégorie, 

co,u  =  (  /j"''  -h  I  )  fJ^,  Il  -\-  \  T=  1  fxv'  -f-  I  ; 

S'il  est  (le  troisième  catégorie, 

',ia  =  2/j.,  n  -1-  I  r=  jj.    !-  I  I  /'  iii][)aii'). 

i>a  comparaison  de  ces  valeurs  montre  re.\aclilude  de  notre  [)ropo- 
sition,  les  groupes  exceptionnels  étant  les  suivants  : 
Groupes  sans  forme  invariante, 

(îioupes  de  première  catégorie, 

j)'' :=  2'',         p.  =^  I ,        /(  =  6 ; 
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Groupes  de  deuxième  catégorie, 

p'''  ^=1,  [->  =  >,         n  =■2; 

p''  =2^,       (j-  ^  ' ,       "  =  4  ; 

Groupes  de  troisième  catégorie, 

p  impair,        f/  ^  1 ,  «  =  1 . 

1°  Si  L"  est  décomposable,  on  aura  m  systèmes  .s\,  ...,s„,  contenant 
chacun  n  variables,  avec  n  =  nui.  Et  L"  s'obtiendra  par  la  combi- 
naison de  m  groupes  indécomposables  L',',  ...,  L"„,  opérant  respective- 
ment sur  les  n  variables  des  divers  systèmes,  avec  un  groupe  tran- 
sitif G  de  déplacements  d'ensemble. 

Soit 

où  9,,  ...,  cp^  contiennent  respectivement  les  variables  des  systèmes 
5,,  ...,  Si,.  Si  k<Cm,  G  contiendra  une  substitution  qui  remplace  s, 
par  .s/,+,.  hlle  transforme  o  en  une  fonction 

9'  =  <pt+i  -H . . . 

contenant  les  variables  de  A'  systèmes,  dont  quelques-uns  pourront 
être  les  mêmes  qui  figurent  dans  ©.  Désignons  les  autres  par    ' 

Si  //<>  2/1,  on  obtiendra  de  même  une  transformée 

Continuant  ainsi,  on  obtiendra  nue  suite  de  liansformées  o,  9,  ... 
dans  chacune  desquelles  figure  un  système  qne  ne  contenaient  pas  les 
précédentes.  Leur  nombre  est  au  moins  égal  à  -^-  I'  s^^-ra  un  entier 
supérieur  à  ce  nombre,  s'il  est  fractionnaire. 

Chacune  de  ces  fonctions  9,  9',  ...  transformée  par  les  substitutions 
de  L,,  ...,  L,„  donnera  au  moins  (//-+-  i)*  transformées  difl'ércnles.  On 
aura  donc 

iN  =  :^'(„'+,)^ 

nombre  évidemment  supérieur  à  /*  -(-  1  =  11111+  1 .  Le  lemme  est  donc 
démontré,  et  les  seuls  gioupes  exceptionnels  sont  ceu.v  déjà  signalés. 


3o8  CAMILLE    JORDAN. 

62.  TnÉORÈiiE.  —  Le  groupe  L"  étant  siipposi'  décomposable,  ses 
variables  pourront  admettre  divers  groupements  en  systèmes.  Mars 
ceux  indiqués  au  n"  20  seront  les  seuls  possibles. 

Soit,  en  effet,  s^,  . . .,  s^  celle  de  ces  décompositions  où  le  nombre  //' 
des  variables  de  chaque  système  est  maximum;  L°  résultera  de  la 
combinaison  de  groupes  semblables  L°,  . . .,  L"^  avec  un  groupe  G  de 
déplacements  d'ensemble,  lequel  sera  primitif. 

Soit*,,So,  ...  une  autre  décomposition  en  systèmes.  Chacune  des 
fonctions  (^  qui  appartiennent  à  l'un  de  ces  nouveaux  systèmes  s  sera 
de  la  forme 

9  =  X,  +  ...  +  X„,=  X,  +  Y, 

X;t  étant  une  fonction  linéaire  des  variables  de  s,^. 

Supposons  que  les  groupes  L",  ...  ne  soient  pas  exceptionnels 
(ce  qui  arrivera  nécessairement  s'ils  sont  décomposables).  Transfor- 
mons 9  par  les  substitutions  de  L°.  Chacune  de  ces  transformées 

X,  +  Y,    x;4-Y.    ... 

appartiendra  à  l'un  des  nouveaux  systèmes  s;  elles  ne  dépendent  que 
des  ni  variables  de  L','  et  de  la  fonction  complémentaire  \  ;  mais  leur 
nombre  est  supérieur  à  />/  4-  i  ;  elles  ne  peuvent  donc  être  linéairement 
distinctes  et  deux  d'entre  elles  appartiendront  à  un  même  système  v, 
qui  contiendra  également  leur  difl'érence,  laquelle  est  de  la  forme  X,. 

Les  transformées  de  cette  fonction  particulière  X,  par  les  substitu- 
tions de  L°  appartiendront  toutes  à  l'un  des  systèmes  .v.  Soient  5,,  . .  .,s^ 
ceux  de  ces  systèmes  dont  quelque  fonction  dépend  ainsi  des  seules 
variables  de  I^".  Aucun  de  ces  systèmes  ne  pourra  contenir  de  fonction 
dans  l'expression  de  laquelle  figurent  des  variables  autres  que  celles 
deL°. 

Supposons,  en  cHet,  (jue  .9,,  qui  contient  la  fonction  X,,  contînt  une 
autre  fonction  Xj  +  Z  où  figurent  les  variables  de  L°.  I^es  substitutions 
de  L"  n'altérant  pas  X,,  ne  déplaceront  pas  le  système  s,.  Il  contiendra 
donc  les  trarisCorinées 

Xj  +  z,    x;-i-z.    ... 

et  leurs  différences  X.,  —  X..^,  . . .  dont  la  combinaison  reproduit  toutes 
les  variables  du  groupe  primaire  L°.  Les  substitutions  de  L°  laissant 
ces  fonctions  invariables  ne  déplaceraient  pas  le  système  *,  qui  coutien- 
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cirait  les  transformées  X,,  X',,  ...  de  X,,  et,  par  suite,  toutes  les 
variables  de  L".  Donc,  s^  contiendrait  plus  de  variables  que  s,,  contrai- 
rement à  l'hypothèse. 

Chacun  des  anciens  systèmes  .y,,  . . .,  s„,  se  confond  donc,  si  k  ^=  i  ^ 
avec  un  dessystèmes  nouveaux  .y,,  • . .;  si/.  >  i,  il  est  formé  de  la  réunion 
de  k  d'entre  eux,  s,^  . . .,  S/^.  Dans  ce  dernier  cas,  L"  est  décomposable, 
et  on  pourra  lui  appliquer  les  mêmes  raisonnements  qu'à  L°. 

(>5.  Ces  raisonnements  ne  seraient  pas  applicables,  si  les 
p^roupes  L",  . . .,  L",  étaient  exceptionnels.  Il  pourrait,  en  efîet,  arriver 
qu'aucun  des  systèmes  s  ne  contînt  de  fonction  telle  que  X,,  où  ne 
figurent  que  les  variables  de  s, .  Soit  dans  ce  cas 

a>=:  X, -H  x.-t- Y 

une  fonction  de  l'un  des  systèmes  s.  Si  n'  est  le  nombre  des  variables 
de  chaque  systèmes,  les  transformées  de  <I>  par  les  substitutions  de  I^"  et 
de  L"  appartiendront  chacune  à  un  système  s.  Elles  dépendent 
de  2 n' -H  I  variables  et  leur  nombre  est  au  moins  égal  à  («'4-1)-. 
Elles  ne  peuvent  donc  être  toutes  distinctes;  donc  deux  d'entre  elles 
sont  nécessairement  contenues  dans  un  même  système  s, .  Il  contiendra 
leur  différence,  qui  est  de  la  forme  X^  +  X^.  Les  transformées  de  cette 
fonction  parles  substitutions  de  (L",  L.°)  appartiendront  chacune  à  un 
système  .s.  Leur  combinaison  reproduit  toules  les  variables  de  L"  et 
deL». 

Soient  .s, ,  . . .,  s,^  les  systèmes  ainsi  obtenus.  On  voit  comme  précé- 
demment qu'aucune  de  leurs  fonctions  ne  peut  contenir  dans  son 
expression  des  variables  autres  que  celles  de  L",  L°.  L'ensemble 
des  deux  systèmes  .s, ,  s.^  est  donc  formé  par  la  réunion  des  A-  sys- 
tèmes s, ,  . . .,  .S/t  dont  les  fonctions  sont  de  la  forme  X,  +  X^,  aucune 
d'elles  ne  se  réduisant  d'ailleurs  à  X,  ni  à  X.. 

i\ous  allons  montrer  que  cela  est  impossible. 

iii\  Soit  en  cH'et  //'  le  nombre  des  \ariables  (b-  L"  ;  le  groupe 
M.",  L"  )  en  contient  m'  ipii  «loivent  se  répartir  également  eiilie  les 
systèmes  .s,,  ...,  .v^;  donc /c  divise  2/1'.  Mais  d'autre  part  les  substitu- 
tions de  L"  donnent  de  la  fonction  X.  -i-X.,  au  moins  //.'+  i  transformées 
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différenles,  qui  ne  peuvent  appartenir  à  un  même  système  s,  car  il 
contiendrait  leur  différence,  qui  est  de  la  forme  X,.  Donc  kz,n'-\-f- 
Ces  deux  résultats  ne  peuvent  se  concilier  que  si  ii'=z\.  Or  nous 
n'avons  fjue  deux  groupes  exceptionnels  satisfaisant  à  cette  condition, 
à  savoir,  s'il  n'y  a  pas  de  forme  invariante,  />"  :=  3,  /«  =  i ,  ou  si  L'*  est 
de  troisième  catégorie,  [j.  =  /<  ^  i ,  /j  quelconque.  Dans  les  deux  cas, 
le  groupe  (L",  L'î  )  est  forme  des  substitutions 

(x,j,      ±  ,r,      ±y) 

et  l'on  a  deux  systèmes  .y, ,  s.,  dont  l'un  contient  la  fonction 

X,--t-  X.2=  ax  +  by 
et  l'autre  la  fonction 

ax  —  by. 

Il  faut  ici  supposer  m  >  2  pour  ne  pas  tomber  dans  un  cas  exclu- 
(5o)  et  (56).  Mais  alors  les  groupes  L",  . . .  seront  formés  de  substi- 
tutions des  formes 

|:±=|,     \u±ul      ..., 

Et  le  groupe  G,  étant  primitif,  contiendra  une  substitution  S  qui, 
laissant  r  immobile,  remplace^  par  une  autre  variable^;.  La  substi- 
tution S  transformerait  ax  -+-  by  el  ax  —  by  en  deux  nouvelles  fonc- 
tions ac  -+-  bz,  ax  —  bz  appartenant  à  des  systèmes  .S3,  s^  différents 
des  précédents.  On  aurait  ainsi  quatre  fonctions  linéairement  distinctes 
des  trois  variables  .r,  y,  z. 

Il  est  donc  établi  que  les  systèmes  5  représentent  l'un  des  groupe- 
ments en  systèmes  indiqués  au  n"  20.  Par  suite  L"  résultera  de 
la  combinaison  d'un  groupe  primaire  4^'  opéré  entre  les  variables 
de  i,  et  d'un  groupe  {]  de  déplacements  d'ensemble  entre  les  sys- 
tèmes .v. 

(>o.  Cela  posé,  supposons  que  L°  soit  contenu  dans  un  autre 
groupe  L"  adm -tlint  une  décomp  jsition  des  variables  en  sys- 
tèmes .s,  ,  ...  et  résultant  de  la  combinaison  des  deux  groupes  G 
et  \J\.  L"  admettant  cette  même  décomposition  résultera,  comme  on 
vient  de  le  voir,  de  la  combinaison  des  deux  groupes  analogues  y  et 4^" 
(jui  devront  être  respectivement  contenus  dans  G  et  L" .  Mais  dans  ces 
derniers  groupes  le  nombre  des  variables  étant  moindre  (pie   dans  L" 
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on  doit  supposer  le  ihéorèine  démontré.   Donc  (,',  i^',  L"  sont  iden- 
tiques à  (1,  \J^,  !."• 

66.  Soient  maintenant  L"  un  groupe  décomposable  :  v, ,  ....  s-,,,  les 
systèmes  mininia  entre  lesquels  ses  variables  puissent  être  réparties  ; 
G,  L",  . . .,  L",  les  groupes  dont  la  combinaison  produit  L". 

Supposons  que  L"  contienne  un  groupe  complexe  L"  résultant  de  la 
combinaison  de  groupes  primaires  partiels  1^",  L",  ...  dépendant 
chacun  d'une  partie  des  variables. 

Si  le  groupe  h^  n'est  pas  exceptionnel,  on  verra,  comme  au  n"  64, 
qu'il  a  pour  variables  celles  d'un  certain  nombre  des  systèmes  .v,  tels 
que  .s,,  ...,  .S/;,  et  s'obtient  en  combinant  des  groupes '.;^°,  ■.■,^"  avec 
un  groupe  (J,,  de  déplacement  d'ensemble. 

Les  groupes  .<^",  ....  i^"  étant  contenus  dans  les  groupes  L",  .  . .,  L", 
de  moins  de  /i  variables,  leur  seront  identiques. 

Si  donc  aucun  des  groupes  L°,  L),',  •■•  n'est  exceptionnel,  L"  résul- 
tera de  la  combinaison  des  groupes  L",  ...,  L",  avec  un  groupe 
((|'„,  (j'j,  ...)  de  déplacements  d'ensemble  des  systèmes  .v.  Ce  groupe 
intransitif  devrait  être  contenu  dans  le  groupe  transitif  (Ji,  opéré  sur 
///  objets  seulement;  cela  est  impossible. 

67.  La  présence  de  groupes  exceptionnels  dans  la  suite  L",  L",  . . . 
n'infirme  pas  ce  résultat.  Supposons  en  effet  que  L^  n'étant  pas  excep- 
tionnel, les  groupes  suivants  L°,  L",  ...  le  soient.  Les  variables  de  L," 
étant  celles  des  systèmes  .v,,  ...,  .V/,,  celles  des  systèmes  suivants  ,Ç/,,,,  ... 
seront  de  la  forme 

9-\„+.\,,  -:-X,  -H.... 

Si  l'on  peut  établir  que  l'une  d'elles  se  réduit  à  la  forme  Xj,  on  en 
conclura  comme  tout  à  l'heure  que  L"  a  pour  variables  celles  de 
([uelques-uns  des  systèmes  .v. 

Or  supposons  d'abord  que  o  se  réduise  à  \„  4-  \/,.  Si  /i/,  est  le 
nombre  des  variables  de  l^l,  les  «,,-(- i  transformées  o,,  .p,,  ...  de  cp 
par  les  substitutions  L),' appartiendraient  à  des  systèmes  .ç^  ,,  ...  tous 
différents  de  .9,,  ....  .v/,.  Elles  ne  peuvent  être  linéairement  distinctes, 
car  en  les  combinant  de  manière  à  éliminer  les  variables  de  L",  on 
arriverait  à  ce  résultat  inadmissible  que  \„  serait  à  la  fois  fonction  des 

Journ.  de  Matli.  (7-  sciie),  tome  \U.  —  l'asc.  IV,  1(117.  A' 
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variables  de  s,,  ...,  .v/,,  et  fonction  de  celles  de  S/.^,,  —  Donc  deux 
des  fonctions  o,,  9,,  ...  appartiendront  au  même  système.  Il  con- 
tiendra leur  différence  qui  est  de  la  forme  X^. 

Supposons  au  contraire  que  o  contienne  à  la  fois  X^  et  X^.  On  verra 
comme  au  n"  65:  1"  qu'il  existe  des  fonctions  de  la  forme  X^  +  X^ 
appartenant  à  un  système  v;  2"  que  les  /t/,  4-  «^  variables  des  groupes 
LJ,',  L"  résultent  de  la  combinaison  de  telles  fondions.  Le  nombre  des 
systèmes  entre  lesquels  ces  fonctions  se  répartissent  doit  être  un  divi- 
seur de /?;, -1- n^..  Mais  comme  on  suppose  d'autre  part  ([u'aucune  de 
ces  fonctions  ne  se  réduit  à  Xj  ou  à  X,.,  ce  nombre  sera  au  moins  égal 
à  /1/,-hi  et  à  n^.-\- ï.  Ces  relations  ne  sont  compatibles  que 
si  /!/,  —  //^  =  1.  Mais  alors  les  groupes  L",  L"  seraient  semblables, 
et  ce  cas  est  exclu  (îil). 

\  .  —  Maximum  du  nombre  des  fonctions  linéaires  distinctes 
inaltérées   par   une    substitution    d'un    groupe    L   indécomposable. 

(»8.  rin;oiu;ME.  —  Un  groupe  L  résoluble  et  iudècomposahle 
à  II  imtiahles  ne  peut  contenir  aucune  substitution.  (V  unité  exceptée) 

3 
qui  laisse  invariables  î\  fonctions  linéaires  distinctes,  si  N">7«. 

Soit  en  ell'et  S  une  substitution  de  L  dans  laquelle  N  soit  >  -;  et 

soit  U  une  autre  substitution  de  L.  Le  système  des  N  fonctions  que  S 
n'altère  pas  et  celui  des  N  fonctions  que  la  transformée  U-'  SU  n'altère 
pas  ont  au  moins  2  i\  —  n  fonctions  communes  que  S-' U~' SU 
n'altérera  pas. 

Si  l'on  prend  en  particulier  U  =/,  S~'/~'S/  étant  une  puissance 
de /' qui  laisse  des  fonctions  inaltérées,  se  réduira  à  l'unité.  Donc  S 
est  écbangeable  à /'. 

l'ille  ne  peut  l'être  à  toutes  les  substitutions  des  seconds  faisceaux 
//,  //',  car  elle  se  réduirait  alors  à  l'unité.  Supposons  donc  que  h, 
d'ordre -''*"',  contienne  une  substitution  U  non  écbangeable  à  S.  La 
substitution  S~'  U  'SU  laisse  inaltérées  au  moins  2N  —  n  fonctions. 
Mais  elle  appartient  à  h,  dont  chaque  substitution  laisse  inaltérées 

-  fonctions  (ou  les  altère  toutes).  Donc 

V  -  " 
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69.  On  peut  préciser  davanlage,  si  l'ordre  s  de  S  est  impair.  11  est 
permis  de  le  supposer  premier. 

Lemmk.  —  //  rontipiit  un  sous-groupe  abriicn  prninUable  à  S  et 
d'ordre  Ti"^'. 

En  effet,  il  contient  la  substitution/"  =  0  qui  est  échangeable  à  S. 
Le  groupe  /?,„  formé  par  ses  puissances  va  être  progressivement  élargi 
par  radjonction  de  nouvelles  substitutions  de  //,  sans  cesser  d'être 
abélien  et  permutable  à  S. 

Supposons,  en  effet,  que  nous  ayons  déjà  obtenu  un  groupe  //, 
jouissant  de  ces  propriétés  et  d'ordre  Tt'^',  .?  étant  <  (t;  A  contiendra 
des  substitutions  échangeables  à  celles  de  A„  sans  être  contenues 
dans  II,.  Prenons  l'une  d'elles  pour  U. 

Si  U-'S'US  =  U'  appartient  à  //,,  S  sera  perniulahle  au  groupe 

élargi  (A„U)  =  A,+  ,.  ..,,.,  ■  i 

Dans  le  cas  contraire,  U'  sera  une  substitution  de  li  échangeable 
à  celles  de  h,  et  laissant  invariables  quelques-unes  des  fonctions  que  S 
n'altère  pas.  Il  en  sera  de  même  des  transformées  successives 

s-'Li's  =  u',,      S''U',s  =  u;,      ....     • 

Ces  substitutions  seront  d'ailleurs  échangeables  entre  elles,  car 
U'"'U'-'U',  U',  par  exemple,  est  une  puissance  de  0,  mais  qui  laisse 
des  fonctions  invariables.  Elle  se  réduit  donc  à  l'unité. 

Le  groupe  élargi  (//„  W ,  L,,  .••)  est  donc  abélien.  D'ailleurs  S  lui 
sera  permutable,  puis(|u'ellc  l'est  à  A,  et  qu'elle  permute  circii- 
lairement  U',  LI',,  .... 

70.  Le  groupe  abélien  K  dont  l'existence  vient  d'être  établie 
s'obtient  par  la  combinaison  de  a-f-  i  substitutions  génératrices 

(J,     C,,     ...,     C,. 

Ces  substitutions  C  sont  d'ordre  u  si  t:  est  impair;  si  t:  =  2  elles 
auront  pour  ordre  -i  ou  4.  suivant  leur  caractère. 

D'ailleurs,  si  C,-  et  (  ;,,  ont  pour  caractère  i,  on  pourra  prendre  pour 
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génératrice,  au  lieu  de  Q,  celle-ci  :  C,C/,,  qui  a  pourcaractère  zéro.  On 
peut  donc  admettre  que  C^,.--,  C,  aient  pour  caractère  zéro,  l'incer- 
titude ne  subsistant  que  pour  C, . 

On  pourra  déterminer  dans  h  des  substitutions  D,,...  D,  telles  que 
les  exposants  d'échange  C,  D/;.  soient  tous  nuls,  sauf  ceux  où  i  =^  k, 
qui  seront  égaux  à  i.  En  outre,  si  -  =  2,  auquel  cas  on  doit  tenir 
compte  des  caractères,  on  peut  faire  en  sorte  que  D,  ail  pour  carac- 
tère zéro,  si  />•  1  ;  car  si  elle  avait  le  caractère  i,  on  pourrait  lui  subs- 
tituer C,  D,,  dont  le  caractère  est  zéro. 

Quant  à  D,,  on  peut  lui  supposer  le  même  caractère  qu'à  C,  ;  car  si 
C,  avait  pour  caractère  zéro,  on  remplacerait  au  besoin  D,  par  C,  D,. 
Supposons  au  contraire  que  le  caractère  de  C,  soit  i  et  que  celui 
de  D,  soit  zéro.  Les  substitutions  de  //,  seront  de  deux  sortes;  les 
unes  d'ordre  2  dérivées  de  C.,  ...,  G„  0,  que  nous  désignerons  d'une 
manière  générique  par  E;  les  autres  de  la  forme  C,  E,  d'ordre  4- 

La  substitution  S  étant  permutable  au  groupe  des  E  transformera 
D, ,  qui  leur  est  échangeable,  en  une  substitution  qui  le  soit  aussi,  mais 
ne  le  soit  pas  à  G,.  La  transformée  aura  donc  pour  expression  D,  C^"  E, 
où  p  =  o  ou  I .  La  transformée  de  D,  par  S°  aura  la  forme  D,  C^^E; 
mais  elle  doit  se  réduire  à  D,  puisque  S°  =  i .  On  aura  donc  néces- 
sairement p  =  o.  Donc  S  est  permutable  au  groupe  6,  D,,C2,...<^,  où 
la  génératrice  D,,  quia  pour  caractère  zéro,  a  pris  la  place  de  (1,. 

71.  Les  substitutions  C,  D  jouissent  donc  de  toutes  les  propriétés 
attribuées  aux  substitutions  fondamentales  A,  B  (n°*28).  On  pourra 
donc  supposer  qu'elles  se  confondent  avec  elles  et  choisir  des  variables 
indépendantes  [?,,  . . .,  H,^']^  qui  ramènent  leur  expression  à  la  forme 
normale  (n"  29).  Nous  serons  alors  en  mesure  de  déterminer  la  forme 
générale  que  doit  avoir  la  substitution  S. 

Soit 

A';". ..  A'^"6»<        (/.  ^i (7) 

celle  des  substitutions  de  /i„  qu'elle  doit  transformer  en  A;..  Posant 

'f)l.-  =  Ctki-.t  -h  .  .  .  -t-  (lakil.  -+■  =</.> 

on  vérifie  immédiatement  ipie  la  substitution  S„  qui  remplace  chaque 
vaiiable 

I  £i.  •  ■ -,  £ti  c' 1»      par  la  variable     |  r; ,,...,  rj,,  £'],. 
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opère  la  transformation  demandée  et  qu'elle  est  d'ailleurs  permutable 
au  groupe  (0,  B,,  . . .,  B,). 
On  aura  donc 

U  étant  échangeable  à  toutes  les  substitutions  du  groupe  //,. 

Si  L  a  un  autre  second  faisceau  //',  l'indice  t'  étant  remplacé  par  t' 
indices  ?,,  ...,  Eij,,  on  verra  de  même  que  U  est  le  produit  de 
deux  substitutions  dont  la  première  SJ,  fera  succéder  à  chaque 
variable  une  autre  variable,  où  les  indices  ?', ,  ...,  ^Jj,  sont  rem- 
placés par  •/],,  ...,  ï)Jj.,  fonctions  linéaires  de  ;',,  ...,  H'^;  la  seconde 
substitution  U'  étant  échangeable  à  (6',  A'j,  ...,  A,j). 


72.  Supposons,  pour  abréger,  que  h'  soit  le  dernier  des  seconds 
faisceaux.  La  substitution  U'  multipliera  chaque  variable  par  un  fac- 
teur constant. 

Les  variables  seront  donc  de  deux  sortes  : 

i"  La  première  comprendra  celles  dont  les  indices  satisfont  aux 
relations 

(0  ;i  =  -1i,  •■•.         i:>=vj.7  (inoilrr), 

(  2 )  i;'i  =  y/,  ,  .  .  . ,         X<^'^  ■'i^'         ( 'iind 7-') ■ 

S  les  reproduira  à  un  facteur  près. 

Si  l'on  suppose  que  les  relations  (i)  se  réduisent  à  q  distinctes  et 
les  relations  (2)  à  ^'distinctes,  le  nombre  m  des  variables  de  cette 
sorte  sera  évidemment 


T,tT."l' 


2"  Soit  x^  l'une  des  a  —  m  variables  de  la  seconde  sorte.  S  la  rem- 
placera par(2,x\,  a,  étant  un  facteur  constant  et,Xo  une  autre  variable. 
Llle  remplacera  de  même  Uy-c,  par  a^x^^  etc.;  et  S  étant  d'ordre  m, 
la  suite  .r,,a,,/.,,  a.^x^  doit  se  reproduire  périodiquement  après 
GT  termes. 

Or,  pour  (jue  S  laisse  inaltérée  une  fonction 

A,.r,HO;„.r.,H-...-+-/.rTAm, 
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il  faut  qu'on  ait 

«,7,=  ).,,  fl2>.,=  >.3,  ...,  ,1,^,1^—}.,, 

d'où 

«,  a,  .  ..  «CT-i  —  I 

et  si  cette  condition  est  remplie,  on  n'aura  qu'une  fonction  invariante, 
les  rapports  des  A  étant  déterminés. 

Donc  on  aura  dans  l'hypothèse  la  plus  favorable  où  les  /n  variables 
de  la  première  sorte  seraient  toutes  inaltérées,  la  limite  supérieure 


N^ 


[cj        T.'in'i        mnir.'''   | 


et  comme  ct~:  3, 71^2,  t:'^2,  on  aura,  si  ^  +  r/'^  i, 

■     2 

l'égalité  n'ayant  lieu  que  si  cr  =  3. 

Soit  au  contraire ç  =  I,  ^'  =  o.  Les  relations  (  2)  seront  identiques; 
quant  aux  relations  (i),  la  substitution  linéaire  qu'elles  opèrent  sur  les 
indices  pourra,  par  une  transformation  linéaire  réelle,  être  mise  sous  la 
forme 

(3)  I  ;,,£.,,...,  ç^,     «-'1  M- 6^2-1-.  .  .-h  a,  ;.,...,  t^,     (mod?:); 

et,  pour  que  S  soit  d'ordre  nr,  il  faudra  qu'on  ait  0^  =  i  (mod-).  Maison 
a  aussi  à^-'  ;e=i  (mod.  -).  Donc  si  r/  >•  i ,  ct  devra  diviser  -  —  i,  et 

I   1        '  I    I       " 

1\  =  ,! 1 <-• 

I  m        T.        Tn-  I         ■) 
Si  a  =  I,  la  substitution  [3)  étant  d'ordre  t:,  on  aura  cr  ==  -n 

^     Lro       ro-J 
expression  encore  moindre  que  -,  sauf  pour  m  =  3  où  elle  est  égale 

a  -  ft  • 

9 

75.  Supposons  fiilin  que  les  relations  (i)  et  (2)  soient  identiques  : 
S  sera  échangeable  à  toutes  les  substitutions  A  ,,  . . .,  A,,  A',,  ....  A  ,,. 
{•]|le  devia  donc  li-ausform(,'r  les  siibslitutions  li,  eu  subslitutioiis  de  la 
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t'oriiie 

b;  =r  H,  A',''' .-.  .  A;;./;».        (  '■  -  I ,  . . . ,  ff  ), 

avec  la  condition  que  B,'  et  B,  soient  éciiangeables.  D'ailleurs,  si  elle 
n'est  pas  échangeable  à  tous  les  B,,  on  aura  nécessairement  -  =  ra. 
Autrement  S"  transformant  B,  en 

B,(A';.'  ...  A^^-g»,)", 

(]ui  ditl'ère  de  B,,  ne  serait  pas  égale  à  l'unité. 

Or  toutes  les  transformations  de  ce  genre  peuvent  s'obtenir  (  A'^.  L., 
n"  32  ),  en  combinant  avec  les  substitutions 

A, =  |[. ..;,..,!     Oi.[...l,,...]\, 
les  suivantes  : 

lJ„^|L4,...c']    ';-î>H;,...c'J|, 

On  aura  donc 

S  =  SoU, 

S„  multipliant  toutes  les  variables  de  la  série  principale  par  0^,  où  o/  est 
une  fonction  du  second  degré  en  ^,  ,£.,...  et  U  les  multipliant  par  des 
facteurs  indépendants  de  ^,,  ^^j 

On  voit  de  même  qu'on  doit  avoir  -'  =^  tu  et  que  l  doit  être  égal 
à  Sî,  U',  S||  multipliant  ces  variables  par  0'',  où  o'  est  du  second  degré 
en  $',,  .  ..,  ;|j.,  et  U'  les  multipliant  toutes  par  un  mémo  facteur  de  la 
forme  O''. 

liC  facteur  (pii  multi[>lic  clnupie  variable  sera  donc  de  la  forme 


et  les  variables  inaltérées  seront  celles  pour  lesquelles  on  a 

o  -h  o'  +  (l  ^^  o  (iiio'.lrn). 

iXous  avons  donc  à  clKMchor  le  nombre  des  solutions  de  cette  con- 
sruence. 


71.    l'ai'  un  cliangement  de  variables  linéaires,  nous  pourrons  la 
mettie  sous  la  forme 

y  +  'y  -I-  /(  s  o.         (  iiioil  m), 


3i8 
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9  étant  une  forme  quadratique,  '^  une  forme  linéaire  ne  contenant 
chacune  qu'une  partie  des  nouvelles  variables,  et  //  une  constante. 

Si  ■}  n'est  pas  identiquement  nulle,  la  congruence  déterminera  une 
de  ces  variables,  toutes  les  autres  restant  arbitraires;  on  aura  donc 


Si  1  =  o,  soient  k  le  nombre  des  variables  de  cp,  A  son  discriminant. 
On  aura 

y^i-  désignant  parmi  les  ro*  systèmes  de  valeurs  qu'on  peut  attribuer 
aux  variables  de  o  le  nombre  de  ceux  qui  satisfont  à  la  congruence 


Ce  nombre  X/,  est  dcmné  par  les  formules  connues  (.IoiiiikiI  iU- 
Liouville,  7*  série,  t.  II,  1916,  p.  sSy). 
Si  k  =  2m  -H  I, 

„,['(-■)"' A//  1 

L  CT  J 

Si  k  =  -2  ni  -1-  2, 


■'îi... 


i^-^} 


les  expressions  entre  crochets  désignent  des  symboles  de  Legendre. 
Il  résulte  de  ces  formules  (|uc  N  sera  <  -  à  moins  qu'on  n'ait 

1      '^      I 

au(|ucl  cas  on  aura 

\  -  %. 
o 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  c|ui  précise  celui 
dun"68. 

J'iiiouLMi,.    —  Ac  iiuinbri;  i\  des  J'oncLiuiis  ij  11' 11  tir  siilisliltilinfi   S 
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d'ordi-f  premier  m  conlenue  dans  L  ne  peut  surpasser 

3 

ylt        SI       57  =  2, 

"  n 

—  SI        HT  >  a, 

2  . 

^«      SI      ro  =r  5. 

Mais  même  pour  ro  ^  j  //  ne  penl  surpasser  -  que  si  n  est  mul- 
tiple de  3. 

VI.         Groupes  abéliens  contenus  dans  un  groupe  décomposable. 

7i».  hésig'tions  comme  précédcmmciU  par  T/  un  groupe  primaire 
et  résoluble  contenu,  soil  dans  le  groupe  linéaire  à  /*  variables  moàp, 
soit  dans  le  groupe  plus  restreint  des  substitutions  linéaires  qui 
laissent  absolument  invariante  une  forme  $. 

Par  l'adjonction  à  L"  de  sa  base  B,  nous  obtiendrons  un  groupe 
résoluble  et  primitif  G"  de  substitutions  linéaires  non  homogènes. 

Proposons-nous  d'étudier  les  sous-groupes  abéliens  contenus 
dans  G". 

Soit  H  l'un  d'eux.  Ses  substitutions  sont  de  la  forme  SU,  S  appar- 
tenant à  L"  et  U  à  B. 

76.   Supposons   d'abord    que   l'ordre  O  de  H   soit  premier  à   p. 

Les  substitutions  partielles  S',  S',  ...  de  l'espèce  S  étant  homo 
gènes,  échangeables  entre  elles  et  d'ordre  premier  kp,  pourront  être 
ramenées  simultanément  à  une  forme  canonique  monôme.  Nous  grou- 
perons dans  une  même  série  celles  des  nouvelles  variables  qui,  dans 
chacune  d'elles,  ont  toujours  un  même  multiplicateur. 

Soit  .s'o  l'une  de  ces  séries  contenant  /,  variables  x' ,  .. .,  ./''  et  soient 
a,  a',  ...  les  facteurs  par  lesquels  elles  sont  toutes  multipliées  par 
les  diverses  substitutions  S',  S",  . ...  La  détermination  de  ces  facteurs 
aura  exigé  la  résolution  de  congruences  pouvant  entraîner  l'intro- 
duction d'une  imaginaire  /  racine  primitive  d'une  congrueuce 

//''i-i  =  I  (  iiiod/;). 

Journ.  de  Math.  (-'  série),  lome  lll.—  Fasc.  IV,  1917.  ^2 
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Les  multiplicateurs  a',  a",  . . .  seront  des  puissances  de  i  telles  que 
/"', /*  )  ...  et  si  f/|  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  a',  a",  ..., 
p'''  —  I,  les  substitutions  S',  S",  ...  résulteront  de  la  combinaison 
des  puissances  de  l'une  d'entre  elles  S,  multipliant  les  variables  de  s„ 
par  /''t,  avec  des  substitutions  S,  . . .  qui  ne  les  altèrent  plus. 

La  substitution  5,0,  de  H  dont  S,  est  le  premier  facteur,  rempla- 
cera x',  . . .,  x''  par 

les  P  étant  des  entiers  complexes  formés  avec  l'imaginaire  /.  On 
pourra  d'ailleurs  faire  disparaître  ces  termes  constants  en  prenant 
pour  variables  au  lieu  de  x'',  ...,  .t'' celles-ci  x' +  X', . . .,  x'i  +  X'-, 
les  A  étant  déterminés  par  les  relations 

(f''—i)V=^',  ....  (i'''—i)l''  =  ^''  (modjj). 

Quant  aux  substitutions  S"U",  ...  de  H  dont  les  premiers  facteurs 
n'altèrent  pas  les  variables  de  .$„,  elles  les  laissent  également  inva- 
riables; car,  dans  le  cas  contraire  où  elles  les  accroîtraient  de  termes 
constants,  l'ordre  de  H  serait  divisible  par  p,  contrairement  à  notre 
hypothèse. 

Si  d'ailleurs  v,  est  >  i,  la  série  s„  ne  sera  pas  isolée,  mais  appar- 
tiendra à  un  système  S,  de  v,  séries  conjuguées  «„,  ...,  5,.,  .. .,  «v.ii 
et  S,  multipliera  les  variables  de  s^  par  i''' . 

S'il  y  a  des  séries  autres  que  celles-là,  elles  pourront  de  même  être 
assemblées  en  systèmes  analogues  à  ,s, . 

Nous  pouvons  donc  formuler  le  théorème  suivant  : 

TiiiiouÈME.  —  Pa/'  un  choix  convenable  des  variables  indépen- 
dantes on  pourra  ramener  toutes  les  substitutions  de  W  à  la  forme 
homogène. 

Chacune  d' elles  sur  un  produit  de  puissances  de  substitutions 
S,,  So,  ...  n  altérant  chacune  que  les  variables  d'un  seul  des 
systèmes  S,,  -s^,  ...  entre  lesquels  lesdites  variables  peuvent  se 
répartir. 

77.  Bcmarque.  —  L'introduclion  des  imaginaires  a  été  utile 
pour  la  démonstration.  Mais  on  peut  substituer  à  l'ensemble  formé 
par  chaque  variable  complexe,  jointe  à  ses  conjuguées,  celui  des 
variables  réelles  dont  elles  dépendent;  et  la  répartition  des  variables 
en  systèmes  subsistera. 
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78.    Les    substilulions    S,,  S.,...   étant    respectivement    d'ordre 

^  '  ~  ',  ....  Tordre  D  de  H  divisera  le  produit 
(Y, 


n 


d. 


D'ailleurs,  si  /;,  est  le  nombre  des  variables  de  chaque  série  de  S,^, 
le  nombre  n  des  variables  sera  au  moins  égal  à  S^'-'a-  I'  serait  même 
plus  fj^rand,  si  quelques  variables,  n'étant  altérées  par  aucune  substitu- 
tion de  H,  restaient  en  dehors  des  systèmes  s. 

De  la  comparaison  de  ces  nombres  il  résidte  évidemment  que  i^  ne 
peut  en  aucun  cas  surpasser  p"  —  i  ;  et  que  pour  qu'il  atteigne  ce 
nombre  il  faut  qu'on  n'ait  qu'un  seul  système  S,,  avec 

V,  =  n ,  l'  =:  d'  =z  1  ; 
c'est  le  résultat  invoqué  au  n"  15. 

79.  Ren/a/que.  —  Jusqu'à  présent  il  n'a  pas  été  parlé  de  forme 
invariante  $.  S'il  y  en  a  une,  nous  n'avons  que  peu  de  chose  à  ajouter. 

Chaque  série  doit  avoir  une  associée  où  les  multiplicateurs  sont  réci- 
proques des  siens.  Les  deux  associées  peuvent  d'ailleurs  se  confondre 
(groupes  de  3''  catégorie)  ou  être  conjuguées  (2*'  catégorie)  ou 
enfin  appartenir  à  deux  systèmes  différents  associés  l'un  à  l'autre 
(i'''  catégorie). 

Dans  ce  dernier  cas,  nous  réunirons  les  deux  systèmes  associés  en 
un  seul. 

Cela  posé,  la  forme  <!>,  pour  être  invariante,  ne  devra  contenir  aucun 
terme  où  figurent  à  la  fois  les  variables  de  deux  séries  non  associées. 
Elle  sera  donc  une  somme  de  formes  partielles  $,,  $2,  ...  ne  conte- 
nant chacune  que  les  variables  d'un  seul  système,  l'.t  cette  dernière 
propriété  subsistera  si  l'oa  revient  des  variables  complexes  à  des 
variables  réelles. 

Si  L"  est  susceptible  d'être  employé  comme  groupe  auxiliaire  pour 
une  construction  ultérieure,  n  sera  un  nombre  pair  2a  et  il  faudra 
ou  (]uc  tt»  soit  biiinéairc,  ou  que/)  soit  égal  à  2.  Dans  l'un  et  l'autre  cas, 
chacune  des  formes  partielles  <1>,,  'P.,  ...  devra  contenir  un  nombre 
pair  de  variables  (sans  quoi  le  discriminant  de  <I>  serait  nul).  Leur 
nombre,  ou  celui  des  substitutions  S,,  S^,  ...  généi alliées  de  H,  (jui 
lui  est  égal,  ne  pourra  donc  surpasser  a. 
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80.  La  détermination  des  groupes  H  dont  l'ordre  est  divisible  par/> 
est  plus  difficile.  Mais  il  suffira,  pour  notre  objet,  d'obtenir  une  limite 
supérieure  de  leur  ordre  il. 

Nous  établirons  tout  d'abord  le  lemme  suivant  : 

Lemmr.  —  Etant  donné  un  groupe  ahélien  I  de  substitutions  linéaires 
homogènes  à  n  variables^  dont  Vordre  Q.  soit  une  puissance  de  p, 
ou  pourra  choisir  les  variables  indépendantes  de  telle  sorte  qu'elles 
se  partagent  en  classes  telles  que  chaque  substitution  de  1  accroisse 
les  variables  de  chaque  classe  dhine  fonction  linéaire  de  celles  des 
classes  suivantes  ;  celles  de  la  dernière  classe  n'étant  pas  altérées. 

On  peut  admettre  dans  la  démonstration  que  la  vérité  de  celle  pro- 
position ait  déjà  été  établie  pour  les  «roupes  à  moins  de  /*  variables. 

Supposons  pour  plus  de  généralité  que  les  variables  .r,,  . . .,  a;„  par- 
courent chacune  le  champ  des  p''  entiers  complexes  formés  avec  une 
imaginaire  d'ordre  v. 

Soit  S  une  des  substitutions  de  I.  Elle  permutera  les  unes  dans  les 
autres  les  fonctions  linéaires  (à  coefficients  complexes)  a, .r|  +  . .  .  +  a„.r„. 
Le  nombre/;'"'—  i  de  ces  fonctions  étant  premier  àyo,  il  y  en  aura  néces- 
sairement quelques-unes  que  S  n'altère  pas.  Si  parmi  ces  fonctions  inal- 
térées il  y  en  a  ///  distinctes,  ^,,  . . .,  cp,„,  on  pourra  les  prcndio  pour  va- 
riables indépendantes  à  la  place  des  dernières  variables  ./„_,„+.,,  . ..  ,./„. 

Les  substitutions  de  I  étant  toutes  échangeables  à  S  devront  permu- 
ter ensemble  les  fonctions  inaltérées  6,  cp,  -h  ...  -4-  /'„,  cp„,.  Chacune 
d'elles  sera  donc  le  produit  de  trois  substitutions  partielles,  la  pre- 
mière S,  opérée  entre  les  variables  j?,,  ...,  a;„_„,;  la  seconde  So  les 
accroissant  de  fonctions  linéaires  des  ç>;  la  troisième  S,  opérée  sur  les  o. 

Les  substitutions  S,  d'une  part.  S^  d'autre  part,  étant  opérées  entre 
moins  de  n  variables,  on  pourra  les  ramener  à  la  forme  requise. 

Nous  allons  maintenant  établir  le  théorème  suivant  : 

SI.  Thkorkmk.  —  L'' ordre  O  d'un  groupe  alxdien  H  ne  peut  sur- 
jiasser p".  S'il  est  égal  à  p",  H  contient  des  substitutions  de  13. 

i\ous  pourrons  admettre  (|ue  le  théorème  ait  déjà  été  établi  pour 
les  grou[)es  à  moins  de  n  variables.  Il  sera  encore  vrai  si  H  est  contenu 
dans  un  groupe  G"  qui  soit  un  produit  do  groupes  partiels  (î",  G',  ... 
contenant  respectivement  //,,  //j, ...  varial)les  seulement,  //,  +  n.,  -\-  ... 
étant  égal  à  n. 
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En  effet,  cliaque  substitution  de  H  étant  un  produit  de  substitu- 
tions S,,  S,,  ...  appartenant  respectivement  à  G",  G°,  ...,  One  pourra 
surpasser />"•/)"'. . .  =  /)". 

Ce  cas  se  présentera  si  J-,"  étant  déconiposable,  H  ne  permute  pas 
transitivenienl  les  systèmes  Xi,  I.,,  ...  formés  par  ses  variables. 

S'il  les  permute  transitivement,  on  aura  ù  =  Ll,  iX,  O,  élant  l'ordre 

du  groupe  ahélien  formé  par  les  déplacements  d'ensemble  que  H  fait 

éprouver  aux  systèmes,  Q,.,  l'ordre  du  groupe  I  formé  par  celles  des 

substitutions  de  H  qui  ne  déplacent  pas  les  systèmes,  lesquelles  seront 

de  la  forme 

V,V,  ....  \,  ..., 

\^  étant  opérée  sur  les  variables  de  1^. 

Or,  si  l'on  a  m  systèmes,  de  /('  variables  chacun,  Q,  ne  pourra  sur- 
passer m.  D'autre  part,  les  substitutions  Y,  sont  en  nombre  au  plus 
égal  k  p" .  Soit  enfin  une  substitution  de  1  où  V,  se  réduise  à  l'unité. 
Pour  qu'elle  soit  échangeable  à  celle  des  substitutions  de  H  qui  rem- 
place X,  par  ï^,  il  faudra  qu'on  ait  également  V^=  i  quel  que  soit  A. 
Donc  ii,=:/>"  et  ii  =  /«/>",  quantité  inférieure  à  p'""  =p". 

Si  L"  est  indécomposable,  mais  à  forme  invariante  et  de  première 
catégorie,  ses  variables  se  répartiionl  en  deux  demi-systèmes,  et  la 
démonstration  se  fera  de  la  même  manière. 

82.  Keste  à  établir  le  théorème  pour  les  groupes  indécomposal)les 
(jui  ne  sont  pas  de  première  catégorie. 

Nous  montrerons  tout  d'abord  que  le  ma.rinniin  de  ù  est  iiiir  puis- 
sance de  p. 

Soit,  en  effet,  H  un  groupe  abélien  dont  l'ordre  12  ne  soit  ni  premier 
à  p  ni  puissance  de/?.  Il  sera  le  produit  de  deux  groupes  partiels  H,, 
H,  dont  lès  ordres  Q,,  ù^  sont  respectivement  premiers  à  /)  et  puis- 
sance de  p. 

Nous  avons  vu  que  les  variables  de  H,  se  répartissent  en  sys- 
tèmes s,,  .s.,  ....  Les  substitutions  de  H.,  étant  échangeables  à  celles 
de  H,,  devront  remplacer  les  variables  de  chaque  série  par  des  fonc- 
tions linéaires  de  ces  mêmes  variables  et,  par  suite,  celles  d'un  sys- 
tème par  des  fonctions  de  celles  de  ce  système. 

I^e  théorème  sera  donc  démontré  en  verlu  do  la  i<'niiU(pi('  du 
numéro  précédent,  s'il  y  a  plusieurs  systèmes.  S'il  n'y  eu  a  (ju'un, 
H,  sera  formé  des  puissances  d'une  seule  subslituliou  S,  uiulliplianl 
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les  variables  de  la  première  série  par  Z*^ et  d'ordre  ^  ^  '  •  On  aura  donc 


Mais  pour  que  les  substitutions  de  Ho  soient  échangeables  à  S,,  il 
faut  qu'elles  remplacent  les  variables  de  cette  première  série  par  des 
fonctions  linéaires  homogènes  de  ces  variables.  Une  substitution 
linéaire  opérée  sur  ces  variables  n'altérera  pas  l'expression  de  S,  et 
mettra  en  évidence  les  diverses  classes  de  variables  dans  PL.  Soient 
X,,  .  .  . ,  a^„  les  variables  de  la  première  classe.  Parmi  les  substitutions 
de  la  base,  nous  en  aurons  //""  qui  remplacent 

a:,,      ...,     a:,,,  par         ^-,-(-«1,      ...,     .r  ,„  +  «,„, 

a,,  .  .  .,  a„,  étant  des  entiers  complexes,  et  leurs  conjuguées  par  des 
expressions  conjuguées.  Toutes  ces  substitutions  U  sont  évidemment 
échangeables  à  celles  de  H^  et  leur  adjonction  à  celles-ci  donnera  un 
groupe  H'  dont  l'ordre />'"'i2o  sera  >  Q. 

85.  J.e  maximum  de  12  ne  devra  doue  être  cherché  que  dans  les 
groupes  lî  dont  l'ordre  est  puissance  de  p.  T^es  substitutions  d'un 
semblal)le  groupe  seront  de  la  forme  SU,  S  étant  linéaire  homogène 
et  U  appartenant  à  la  base  de  G".  Son  ordre  sera  Q^Q-^,  ù,  étant 
l'ordre  du  groupe  l  formé  par  les  substitutions  partielles  S,  Q,.,  celui 
du  groupe  J  formé  par  celles  des  substitutions  de  II  qui  sont  de  la 
forme  U.  Mais  il  est  évident  que  le  produit  des  deux  groupes  I,  J  est 
abélien  et  puisqu'il  a  le  même  ordre  que  H  il  pourra  lui  être  substitué 
dans  la  recherche  du  maximum. 

84.  Nous  avons  d'ailleurs  ramené  la  question  au  cas  où  L"  est 
indécomposable  et  non  de  première  oalégoric.  Soiciil  /'  la  sidistitu- 
tion  généralricc  de  son  premier  raiscc;iu.  v  le  luiinliir  des  séries 
conjuguées  do.  [x  variables  chacune. 

Si  V  >  I,  on  peut  admettre  que  1  ne  ((iiilieiuie  aucune  sulislilution 
(pii  déplace  ces  séries.  On  pourrait  en  effet  délerminer  un  autre 
grovipe  H'  ne  les  déplaçant  plus  et  d'ordre  supérieur  à  celui  de  (I,  J). 

En  ellel,  désignons  pai'  P  la  substitution  ipii  renqiiaee  chaque 
variable  par  sa  première  ((uijuguée,  pai'  Q  une  subslilulioii  qui  ne 
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déplace  plus  les  séries.  Si  I  les  déplaçait,  il  résulterait  de  la  combi- 
naison des  puissances  d'une  substitution  P'^Q  (ô  divisant  v)  avec 
un  groupe    I'  formé  de  substitutions  de  l'espèce  Q.   Et  l'ordre  il 

de  (I,  J)  serait  ^Ll,,  12,  désignant  l'ordre  de  (!',  J). 

Or  1'  étant  abélien  et  d'ordre  puissance  de  p,  la  base  de  L"  l'un- 
tiendra  p'""  substitutions  échangeables  à  celles  de  1'  et  remplaçant 
les  variables  a;,,,,  ...,  a;,,,,,  de  la  première  série  et  de  la  première 
classe  par  a;,„+  a,,   .  .  .,  a;„,„+  a,„  et  leurs  conjuguées 


pai 


j-,,4-«';'. 


sans  altérer  les  variables  dont  le  premier  indice  est  >■  m. 

Adjoignons-les  à  (!',  J).  Nous  obtiendrons  un  groupe  abélien  H' 

contenu  dans  L"  et  dordre  - —  i2,,  q  désignant  le  nombre  des  sub- 
stitutions adjointes  qui  appartenaient  déjà  à  J.  Ces  q  substitutions 
devaient  être  échangeables  à  la  substitution 


P'A  )  : 


"y,  u';'^J■,,,.^ô 


(  /;■  =  I ,  ....;/;    /  -=  I  ,   ....  (J.  ;    / 
Les  conditions  d  échani^eabilité  sont 


0- 


a/,  as  ^    a,/,  3('/*     (  inoil  />)  (  A  —  i . 


m), 


o  =^  ai/,cJ. 


{k: 


Ceux  des  coellicienls  ««,  <>ù  l.^m  ne  pouvant  être  nuls  à  la  l'ois, 
l'une  au  moins  de  ces  congruences  ne  sera  pas  identique;  et  consi- 
dérée isolément  elle  déterminera  l'un  des  a  par  une  congruence  de 
degré  p'',  en  fonction  des  m  —  i   autres.  Donc  «y    p"*'"'-' "^^  et  l'ordre 

de  H'  sera   .p'-Hï,  >  12,  ••ar  p'-'>  l- 


Siî.    Il  ne  reslc  donc  phis  à  e.\aiuincr  (|uc  le  cas  où  L"  élaiil  liidc- 
composable  (el   non   tic   [ncmicrc  catégorie),  les  variables   lorinciil 
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V  séries  de  a  variables  chacune,  et  H  =  (1,  J),  I  étant  abélien 
d'ordre  puissance  de  p  et  formé  de  substitutions  (jui  ne  déplacent 
pas  les  séries,  et  J  étant  l'ensemble  des  substitutions  de  la  base 
de  G"  qui  sont  échangeables  à  celles  de  1. 

Les  substitiitions  que  nous  aurons  à  considéicr  alléraiil  dune 
manière  conjuguée  les  variables  conjuguées,  il  suilira  d'indicjuer 
dans  l'écriture  les  altérations  qu'elles  font  subir  aux  variables  de 
la  première  série. 

Le  groupe  G"  peut  avoir  diverses  formes  correspondant  aux 
diverses  décompositions  distinctes  de  u.  en  facteurs 


Si  H  est  contenu  dans  plusieurs  de  ces  groupes  G"  nous  choisirons 
pour  y  appliquer  le  raisonnement  celui  où  le  nombre  des  facteurs  ti'', 
Ti'"',  ...  est  le  plus  grand. 

Supposons,  pour  plus  de  clarté,  qu'il  y  en  ait  deux.  Les  variables 
(de  la  première  série)  étant  caractérisées  par  deux  indices  £, 
y]  variables  de  o  à  -" — i  et  de  o  à  rJ"' — i,  L"  résultera  de  la  combi- 
naison (le  substitutions  des  deux  formes  suivantes  : 


T  = 


T  = 


[sr,]       Va,,|/r,|  (-f^'. 


[e-0|       '^^/t,[^/] 


(/  -  1 -'"  -I). 


Parmi  les  substitull(tns  de  l'espèce  T  (juc  L"  conlicnl  Hginent 
celles  d'un  second  faisceau  li  d'ordre  --'*'  et  dérivé  de  2 a  substi- 
tutions généi^atrices  C,,  ...,  C^^.  Les  autres  substitutions  T  que 
L"  contient  sont  permutables  à  /(.  Pour  les  obtenir  on  construit 
un  groupe  auxiliaire  résoluble  J^"  de  substitutions  hnéaires  homo- 
gènes à  'in  variables  (mod  -).  Par  l'adjonction  des  substitutions 
£,,  ...,  Z..„  de  sa  i)ase  ou  obtient  un  groupe  (j"  au(iuel  le  groupe 
des  substitutions  1'  i|ue  l'on  cherche  sera  isomoi'phe. 

Les  substitutions  de  l'espèce  T'  ([ue  contient  L"  s  obtiennent 
de  même  par  la  construction  d'un  gfoupe  auxihaire  1^'"  à  2C7'  va- 
l'iables  (mod  rJ). 

SB.  Cela  posé,  soit  S  une  quelconque  des  substitutions  de  1. 
Son  ordre  sera  une  puissance  de  p,  telle  que  p'. 
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D'ailleurs  elle,  appartient  à  L".  Donc  elle  est  de  la  forme  TT' 
On  peut  admettre  (pie  chacune  des  deux  substitutions  partielles  T, 
T'  ait  également  pour  ordre  une  puissance  de  /).  En  effet  l'égalité 

(TT')"'=, 

montre  que  T''  =  T'"'''  est  à  la  fois  de  l'espcce  T  et  de  1  espèce   1'. 
Mais  les  seules  substitutions  communes  à  ces  deux  formes  sont  des 
puissances  de/'. 
Soit  donc 

T'''=r/'*,  T'/'' =/-=*. 

On  aura 

TT  =  T/'.T/  '. 

Les  deux  facteurs  de  ce  nouveau  produit  seront  respectivement 
des  formes  T  et  T':  d'ailleurs  ils  auront  pour  ordre  des  puissances 
de  /)  si  Ton  détcrmuie  A  par  la  congruence 

p'I  +  c.  ^  o         (mod  w)- 
w  étant  l'ordre  de/',  lequel  est  premier  à  p. 

87.   Soient  donc 

t,t;,   t,t;,    ... 

les  substitutions  de  I,  les  substitutions  partielles  ayant  toutes  pour 
ordre  des  puissances  de  p.  Aux  substitutions  r,,  T.^,  .  .  .  corres- 
])ontlront  dans  le  gidupc  auxiliaire  CJ"  des  substitutions  formant 
un  groupe  abélien  dont  I  ordre,  étant  une  |)nissanc(!  de  p,  s(;ra  pre- 
mii'i'  à  ~.  Il  lésnllcra  des  puissances  d'nnc  scnli^  génératrice  î?,. 
Car  s  il  y  en  a\ait  pkisi(;iirs,  elles  alt(''i  craicnl  des  vai'iables  diil'é- 
renlcs.  La  base  iil,:=(3|,  ...,  Q..^^)  serait  ainsi  (léc(ini[)()sée  en  plu- 
sieurs bases  partielles  ii!),,  \\U.,.  ...  et  le  faisceau  //  qui  lui  corres- 
pond serait  (b'-ouoposé  d('  même  en  l'aisceaux  partiels  A,,  /(_,,  ... 
r(''pon(lanl  à  une  (N'ciuoposlt ion  de  a  où  le  facteur  r."^  serait  rem- 
Jilacc  par  nu  prddiilt  -"■t:'^:.  ...  Cdut  ralreuient  à  nos  hypothèses. 
On  verra  de  même  (pie  les  sulist  It  ul  Inns  '\'\.  T',,  .  .  .  sont  des  puis- 
sances d'une  seule  d'en(i'(^  elles,  '1'^. 

88.    Il   est    dune  <''lalill    cpic   les   sub-l  1 1  u  I  inns  de    1    sunl    IcMitesde 
la    birme  T^T','\   .Mais   jxiui'  (pie    II    sdlt    d'urdre    uiaxiiinim    11   faut 

Jouin.  de    Mutli.   (7    siMii),   Uiriic  IIL   —   hase.  1\  ,    jr)!;.  4-^ 
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que  I  contienne  séparément  les  substitutions  T",  T^^  Car  ce 
dédoublement,  qui  accroîtrait  l'ordre  de  I,  ne  diminuerait  pas 
l'ordre  du  groupe  J  formé  des  substitutions 

U  =  |[£r,|      [£r,J  +  r,,,| 

échangeables  à  celles  de  I. 

Pour  le  montrer,  transformons  T^  par  une  subslitulion  de 
l'espèce  T  de  manière  à  la  ramener  à  la  forme  canonique.  Les 
nouvelles  variables  formeront  diverses  suites  telles  que  T*  accroisse 
chaque  variable  de  l'une  d'elles  de  la  variable  précédente  (la  pre- 
mière restant  inaltérée).  Soient 

[/.-fl]         (Â-  =  i,  ...,  m) 

les  vai'iables  d'une  de  ces  suites  choisie  parmi  les  plus  longues.  A 
chaque  valeur  de  vj  correspondra  une  suite  semblable. 

Opérant  d'une  manière  analogue  sur  T'jf^  nous  obtiendrons  pour 
chaque  valeur  de  t  une  suite 

[£/]  {1=1,  ...,m'). 

Considérons  les  variables   |A7|   où  A'^i,    ...,  m,   /=i,    ...,  ni'. 
T^  remplacera  |A7|  par  |A/|-|-[/v — i,  /|. 
T'  P  la  remplacera  par  |  A/ 1  +  |  A',  /  —  1 1. 
Donc  T^Tif^  la  remplacera  par 

[Al]  +  [/.  — I,  l]  -+-  [/.,  /-  i]  +  [/.  — 1,  /-i]. 
Pour  (jue  U  soit  échaagealiie  à  T^T, l\  on  aura  la  condition 

Oa_,,/+  «a,/_i4-  rt/,_|,/_,  =  0. 

(  )ii  en  dédiiil  de  })ioche  en  proche  pour  toutes  les  valeurs  de  k  et 

de  / 

«/,_,,/=  o,  ro,-,/'_i  — o, 

ce  (pii  niunhe  que  U  est  échangeable  à  T^  et  à  T,'^ 

En  elïel,  comme  il  n'existe  aucune  variable  d'indice  nul,  ou  aura 
pour  l  =  }  pA  quel  (pie  soit  A 
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En  vertu  de  cette  première  relation,  il  viendra,  si  i  =  2, 

«A-l,2=0, 

et  ainsi  de  suite. 

On  verra  de  même  que 

Or  les  substitutions  T"  sont  des  puissances  d'une  seule  d'entre 
elles  que  nous  pourrons  désigner  par  T,.  De  même  les  substitu- 
tions T'i^  seront  des  puissances  d'une  seule  d'entre  elles,  T,. 

Donc  I,  supposé  maximum,  l'ésultera  de  la  combinaison  des  deux 
génératrices  T,  et  T,. 

89.  11  est  maintenant  facile  de  déterminer  une  limite  supérieure 
de  l'ordre  de  H. 

En  effet,  si  T,  et  T',  ont  pour  ordres  respectifs  j?,  p'',  on  aura 

î>  =  />>■+>■' (3, 

O  désionant  le  nombre  des  substitutions  de  la  forme 

\[sr,]     [et,] -l-«sn| 

qui  sont  échangeables  à  T,  et  à  T',.  Mais  nous  venons  de  voir  que 
si  T,  et  T',  contiennent  respectivement  des  suites  de  m  et  de  m' 
termes,  tous  les  nombres  a-^^  où  t  ne  surpasse  pas  m  et  yj  ne  surpasse 
pas  m'  doivent  être  nuis,  à  l'exception  d'un  seul  a,,,,,,'.  Donc,  dans 
l'hypothèse  la  plus  favorable,  le  nombre  des  a..,^  non  nuls  ne  peut 
surpasser  a  —  /»//(' +i-  Chacun  d'eux  étant  susceptible  de  p"  va- 
leurs, on  aura 

d'où 

i2 =/)«./;'+"'■-<-(•-""">. 

D'ailhMirs,  on  vérilic  aiscnicnl   que  si  T,   remplace 

|/./|     par     |/,7| +  [/,->,/]. 
T',',  T','",  ...  le  renii)laccrotil  par 

|//]  +  |/,-/A    /|  (niod/j), 

I  /,7|  +  |// -/'',/]  (mod/O. 


Donc    |)our    (|iic    T,    snll    (riirdic   //,   Il    faut    (|ui'   ///    soil    >  p' 
I  )(■  incmc  fti'  >•  [>'  ~'  ■ 
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On  aura  donr 


-p".p' 


hX- !(/)'■ 


expression  qui  décroît  évidemment  à  mesure  que  croissent  A  et  X', 
En  les  supposant  égaux  à  l'unité  elle  devient  p".p-—^^  nombi'e  <ip". 
Nous  avons  toutefois  supposé  que  J  contenait  deux  génératrices 
distinctes  T,  et  T',.  S'il  n'y  en  avait  qu'une  T,,  on  aurait  l'inéga- 
lité 

£2  = /y. //'■+< '-'"'\ 

où  le  second  facteur  se  réduirait  à  l'unité,  si  A  =  i,  ?/i  ^  2,  v  =  i. 

90.  Remarque.  —  Si  Li  est  égal  à  p",  H  coiUiendra  nécessaire- 
ment des  substitutions  de  la  hase  B. 

En  effet,  nous  avons  vu  cjue  les  variables  étant  choisies  de 
manière  à  se  partager  en  classes  les  substitutions  de  B  qui  n'altèrent 
que  celles  de  la  première  classe  sont  échangeables  à  celles  de  H. 
Si  ff  ne  les  ((iiilcnail  pas,  leur  adjonction  donnerait  un  groupe 
abélini  II'  d'ciiihc  > /'",  ce  (pii  est  impossililc 

91.  Soient  1."  un  gniupe  prinuiire  et  indécomposable  (avec  ou 
sans  forme  invariante)  ;  /  la  substitution  d'ordre  cu  qui  engendre 
son  premier  faisceau;  y.  =  ti'tt'''' .  .  .  le  nombre  des  variables  de 
chaque  série;  h,  h' .  .  .  ses  seconds  faisceaux,  i^e  noyau  de  L"  forme 
un  groupe  d'ordre  mu^  jouissant  des  propriétés  suivantes  : 

Ses  substilulions  sont  échaiigcablrs  à  /,  et  échangeabli's  nilre 
(dles  aux  ])nissanc('s  pics  de  /'. 

Tn  KoiiÈM  I..  -  Si  (juehpie  autre  sous-groupe  H  de  L"  pniil  des 
mêmes  propriétés,  son  ordre  il  ne  pourra  surpasser  cou.'-.  S'il  lui  est 
égal,  1 1  contiendra  des  substitutions  de  chacun  des  jaisceaux  h,  h'.  .  .  . 
autres  <pu'  les  puissances  de  J . 

En  clfeL,  les  substitutions  de  Fî  sont  des  formes  T,  T',  ....  A 
cha(pi(^  subslilntion  T  correspond  une  subsliUilion  E  d'un  groupe 
auxiliaire  (|'"  à  ^cr  \ariables  (modz).  f^es  substitutions  5  corres- 
pondant- aux  substiliillcnis  'V  contenues  dans  il  constituent  un 
gi'oupe  abélien  .1C,  «lonl  Toidic  ne  peut  snrpasseï'  --". 

Un  raisonnemciil   analogue  s'ap|)li(pic  aux  subsLiLutioas  T,,   ... 
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contenues  dans  H.  Donc  il  aura  pour  maximum  --'^-'-'^  ...  0, 
soit  [i-'O,  O  étant  le  nombre  des  sui)stitulions  qui  ont  pour  cor- 
respondante l'unité  dans  chacun  des  groupes  auxiliaires.  Ce  sont 
les  puissances  de  /",  en  nombre  w.  Le  maximum  cherché  est 
donc  a)a^ 

D'ailleurs,  pour  cju'il  soit  atteint,  il  faut  que  3e  contienne  des 
substitutions  de  la  base  de  Çi,,.  A  chacune  d'elles  correspond  une 
substitution  de  h,  autre  cjue  les  puissances  de  f. 

On  voit  de  même  que  H  doit  conlenir   des  subslitutions  de  //. 

92.  Soit  L"  un  groupe  primaire  et  résoluble  à  2n  variables 
(mod  2)  et  à  forme  invariante. 

lu' ordre  il  d'un  groupe  ahélien  H  contenu  dans  ]."  et  dont  toutes 
les  substitutions  sont  d'ordre  2  sera  au  plus  égal  à  2". 

La  démonslratioii  se  lamène  comme  au  n"  81  au  cas  où  L"  est 
indécomposable. 

Soit  v'  ic.  nombre  des  séries  conjuguées  à  l'une  d'elles;  elles  con- 
tiendront chacune  [a  =  tc'^-''''  .  .  .  variables,  et  les  nombres  -, 
-',   ...    divisant  to  =  2^+1  seront  impairs. 

Celles  des  sul)stitutions  de  II  qui  ne  dé|)laccnl  pas  les  séries 
seront  des  formes  T,  T',   .... 

Aux  subslilulions  T  coriespomiidiil  des  subslil  niions  0  dun 
groupe  auxiliaire  (|'"  à  20-  variables  (mod  -)  cl  à  fininc  invarianle  W. 
Le  groupe  X  de  ces  subslitutions  t~  sera  abclicn  cl  dérivé  de  substi- 
tutions généi'al  lices  doni  le  iKinduc  ne  ])(Mnra  surpasser  1  (79). 
L'ordre  de  3C  scia  ddiic      2"  <^  û'^. 

D'ailleui's,  les  |)Uissaiices  de  /'  élanl  ddidrc  impair,  à  chaque 
subslilul  idii  (^  ne  cniicspoiulra  ([uuiic  seule  snlisl  il  iil  Imi  T  (pii 
sdil   d  ordi-c  i>. 

Le  liniiibi'c  (b's  siilisl  il  iil  ions  (le  II  <|iii  ne  (ir'|ilaceiil  pas  les  séries 
sei'a    diiiic 


(Le  signe  =  correspond  au  cas  où  u.  =  i.) 

(Jn  a  d'ailleurs  2/?  =  2v'a. 

Si   L"  l'sl   (le  deuxième!  cah'giMie.  les  2v'  séries  sont    Inules    con- 
juguées   cl     H    pourra    conti'nir    une    dcrnièic    généralrice    j'cmpla- 
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çant  la  série  /'  par  la  série  /•  -j-  v'.  On  aurait  alors 

Si  L"  est  do  jironiière  catégorie,  on  aura  deux  systèmes  associés 
contenant   chacun   v'   séries   conjuguées.    D'ailleiu's    on    doit   avoir 

2''  >  4,  d'où  v'f  3. 

L"  peut  contenir  une  génératrice  échangeant  les  deux  systèmes, 
et  si  v'  est  un  nombre  pair  2  v"  une  autre  génératrice  remplaçant 
la  série  /•  par  la  série  r  -\-  v".  On  aura   donc  : 

Si  v'  est  pair  "  4- 

12  =  4f^<2''><2"; 

Si  v'  est  impair  "^3, 

ii=  2|U    =    2^><  2". 

95.  Soient  L"  un  groupe  indécomposable  de  troisième  catégorie; 
/"  la  substitution  génératrice  de  son  premier  faisceau  (laquelle 
multiplie  toutes  les  variables  par  —  i);  u.  =  2".  2'''  ...  le  nombre  des 
variables;  /;,  h',  ...  les  seconds  faisceaux. 

Nous  dirons  pour  abréger  cju'un  sous-groupe  K  de  I."  est  hinaire 
s'il  jouit  des  deux  propriétés  suivantes  : 

1°  Ses  suhsiilutinns  sont  échangeables  entre  elles  aux  puissances 
près  (le  f\ 

2"  Ia'  carré  de  chacune  (Velles  est  une  puissance  de  f. 

Le  groupe  H/,  formé  par  la  réunion  des  A-  seconds  faisceaux 
/(,  .  .  .,  /i'*  ''  est  évidemment  binaire,  et  si  l'on  pose 


il  aura  pour  f)rdre  2"^*"*^'. 

Théorème.  -  l^n  groupe  binaire  K  dont  les  sulislitutions  sont 
échangeables  à  celles  des  seconds  faisceaua  h'\  .  .  .  non  contenus 
dans  11/;  et  dont  l'ordre  serait  i''-'"'  contient  au  moins  2'  substitu- 
tions de  H/,. 

l'^ii  cllcl,  (Tapies  nos  noialions  lialiil ucllcs,  les  substitutions 
de  K  seiont  de  la  forme 

TT'...Ti*-'>. 
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Elles  ont  pour  correspondantes  des  substitutions 

d'un  groupe  (^(complexe  si  A' >  i  )  de  substitutions  linéaires  homo- 
gènes à  2(7  variables  (mod  2).  Celles-ci  sont  d'ordre  2  et  forment 
un  groupe  abélien.  Leur  nombre  ne  peut  donc  surpasser  2''*  (92). 

Donc  parmi  les  substitutions  de  K  en  nombre  2^'"^'',  il  y  en 
aura  au  moins  2'  ayant  l'unité  pour  correspondante  et  par  suite 
appartenant  à  II/.. 


Ml.   —  Un  groupe  complexe  ou  décomposable  ne  peut  être  contenu 
dans  un  groupe  indécomposable. 

94.  .Nous  rechercherons  ilaus  cette  Section  si  un  groupe;  L" 
décomposable  ou  complexe  peut  être  contenu  dans  un  groupe 
indécomposable  L"  :  et  nous  verrons  que  cctlc  hypothèse  est  inad- 
missible. 

Si  L"-est  décomposable,  il  résultera  de  la  combinaisnn  de  groupes 
indécomposables  pareils  L",  L",  ...,  L",  opérés  sur  les  variables 
des  divers  systèmes  1,  2,  ...,  ni  avec  uji  grimpe  Iransitil'  G  de 
déplacements  d'ensemble.  Et  si  L"  contient  L",  il  contiendra  a  jur- 
liari  le  groujH-  cnm|)lexe  (L',',  L",  .  .  .). 

.Nous  commeiucions  par  montrer  cpuj  la  subsliluliun  f  géiiéra- 
Ince  (lu  premier  jaiseeau  de  L"  e.sl  un  pruduil  de  subslUution.s  ci,, 
Z'-i,  ...,  'il,,,  upérées  respeclivenicnl  sur  les  variables  des  systèmes,  i,  2,  ... 
(et  d'une  dernière  subslilution  ■\i,  opérée  sur  les  l'ariables  de  L"  (pii 
ne  figurent  pas  dans  L",  s'il  existe  de  telles  variables). 

Ea  démonstration  s'applicpiera  d'aill(uirs  au  cas  où  //(  rlaul  égal 
à  I,  le  groupe  L"  sérail  in(lé(niu|)osable,  p(iur\ii  toulelois  cpTil 
contienne  plus  d'une  variable. 

Noire  point  de  dc|)arl  sera  dans  la  lemarepie  sui\aiile  : 

6't  S,  1  sont  deux  subslituUons  quelcoiupies  de  E",  S"' /"S,  T~'/"T 
seront  des  puissances  de/et  S-'  T"' S'I'  lui  sera  échangeable. 

Soit  E^'  lun  quelconque  des  groupes  semblables  E",  E",  .... 
Supposons    qu'il    coulienne    plusieurs    variables   se    partageant  en 
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séries  de  [v.  variaMi's  cliaruiiL'.  Si  a^i,  soit 


luii  tics  scruiids  laiscraiix  de  L",  f  devia  èlii'  ('•(■liau;j,ealjlr  à  la 
substitution 

laquelle  iiallère  aiieiiiKr  vaiialîle  said'  celles  ilu  système  L''  qu'elle 
multiplie  par  des  facteurs  différents  de  l'unité. 

Pour  que  /soit  échangeable  à  toutes  les  subsliUiliuiis  0,,  0^,  .  .  ., 
il  faudra  donc  qu'elle  soit  de  la  forme  indiquée 

Si  [J-^  I,  L"  sera  dérivé  d'une  substitution  /,  génératrice  de  son 
premier  faisceau,  à  laquelle  il  faudra  joindre,  s'il  y  a  plusieurs 
séries  conjuguées,  une  substitution  P,  qui  les  permute  circulaire- 
ment,  et  si  L"  est  de  première  catégorie  une  substitution  R,  échan- 
geant les  séries  associées.  Et  /  sera  échangeable  aux  sidjstitutions 

Pj'/r' F./, =/,'-",       R/>./;>lv:<=/;^ 

dont  Tune  existe  nécessairement  si  L"  contienl  jilusieurs  variables 
comme   nous   l'avons  supposé.   On  en  déiluit,  comme   dans   le   cas 

précédent,  (pie/ est  de  la  forme  'fi^^-  •  ■'\'- 

Su|)posons  enlin  cpie  L''  ne  coiilieiuie  ipi'unc  \ariablc  u^.  11  sera 
luriiH-  (les  puissances  de  la  subsliUilioii 

|x,     g.r,\  (nidd//), 

g  désignani  une  raciue  ])iiiiull\c  de  /'  s  d  li  y  a  pas  (!(■  lorme  inva- 
riante. S'il  y  en  a  une  elle  scia  (piadral  i(|ue  :  1,"  sera  de  troisième 
catégorie  et   Ton   aura   g  =  —  i. 

I^e  groupe  (î  eojrlenant  lUie  suhsl  il  ul  uui  S  (jm  lait  succé(l(M' 
au  système  *■  un  aulre  système  arbiliaii'e  /,  /' sera  échangeal)l(!  à 
la  sulisl  il  ul  ion 

la(pn'll('  mull  iplie.tj  pai'  g~' ,  .c,  par  i,',  sans  ail  éiei'  les  au  1res  \  aria  blés. 
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Si  donc  g  n'est  pas  égal  à  — i,/"  multipliera  .r,  et  :?■,  par  des  fac- 
teurs constants  et  sera  encore  de  la  forme  requise. 

Si  g  =  —  I,  /  pourrait  faire  succéder  à  x,  une  fonction  linéaire 
de  Xs  et  de  x,.  Mais  si  L"  contient  un  troisième  système  u  différent 
des  précédents,  y  sera  échangeable  à.J'~\f„  cjui  multiplie  x^  par  — i 
sans  altérer  a;,.  Donc  ici  encore  /"  multipliera  x^  par  un  facteur 
constant. 

Les  seuls  cas  c[ui  échappent  à  la  démonstration  sont  donc  les 
suivants  : 

1°  Pas  de  forme  invariant(^  :  —  i  racine  prinaitivc  de  p\  donc 
/)  =  3  :  en  outre,  L"  n"a  que  deux  systèmes.  Ce  cas  est  exclu  (SG); 

2°  L"  admet  une  forme  invariante  :  il  est  décomposable  et  ne 
contient  que  deux  variables.  Ce  cas  est  également  exclu  (51)). 

95.  Supposons  maintenant  que  L"  soit  complexe  et  résulte  de 
l'association  de  groupes  primaires  !/",  L"",  .  .  .  supposés  chacun 
maximum  dans  son  espèce. 

Il  est  impossible  cpie  parmi  ces  groupes  il  y  en  ait  jilus  d'un  ne 
contenant  qu'une  variable,  car  s'il  y  en  avait  deux  ils  seraient 
semblables  et  ce  cas  est  exclu  (53).  Si  parmi  les  autres  groupes  il  y 
en  avait  un  T/"  décomposable,  il  contiendrait  un  groupe  com- 
plexe (  L",  ...,  L)',)  <pi'on  ]>ourrail  lui  substituer  dans  le  laisoti- 
nemenl.   l)nnc   L"  coni  imdrail    un  groupe  comjilexe 

I.;' 1,;;,,    !,;;,_^ 

formé  de  lassocialion  di-  group(>s  indécomposables,  et  /  serait  de 
la  forme 

1  ne  |)ouvanl  ((nilcnir  cpie  la  variable  d'un  dernier  grou|)e  qui 
aniail  échappé  iui.x  lalsonncuHMvts  précédents. 

jja  question  de  rccotuiaîlre  si  1/'  peut  (soutenir  L"  esl  donc 
ramenée  au  cas  où  L"  rsl  conqdexe  i-l  foimé  de  grou]ies  iiuii'cnm- 
posalili^s  L'',  L",  .  .  .  et  il  est  démontré  (pie  /'  doit  cire  de  la  foiiue 

7=3,0,.... 

Toutefois,  si   plusieurs  des  groupes    L",  L°,    ...    sont    send)lables 

Jour,,     ,1,-   \l„th.   (-•  séiie),   l.mi.-  lU.  -   hase.   IV,  1,117  ■14 
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on  devra  se  i'app(>lei'  (|in^  le  oroiipe  (L",  Ij',',  ...)  n'est  pas  celui 
qui  nous  était  donné  à  Foiigine.  11  a  été  déduit  de  ce  dernier  par 
la  suppression  de  déplacements  d'ensem})le  opérés  sur  ces  groupes 
semblables.  Leur  rétablissement  donnera  ;iu  .lu  plusieiu's  groupes 
décomposables  qui  devront  être  supp  ^''  maxima.  L'un  de  ces 
groupes  maxima  devrait  être  cont'i",     ans  L". 

96.  Soit  co  Tordre  de  /'.  route  les  puissances  de  cette  substitu- 
tion (sauf  l'unité)  ne  laissant  aucune  fonction  invariable,  les  substi- 
tutions jjartielles  o,,  o.,  .  .  .  devront  également  avoir  ix>  pour  ordre. 

D'autre  part,  soit  L"  l'un  quelconque  des  groupes  qui  cons- 
tituent L".  Ses  subtitutions  doivent  transformer  /  en  une  de  ses 
puissances.  Mais  elles  n'altèrent  pas  les  facteurs  9  autres  c{ue  f/,. 
Donc  elles  sont  toutes  échangeables  à  '^^.  Mais  les  seules  substi- 
tutions entre  les  variables  de  L°  qui  soient  échangeables  à  toutes 
celles  de  h^  sont  celles  de  son  premier  faisceau  F/,,  dont  nous  dési- 
gnerons l'ordre  par  co^.  Donc  w  divise  co/,. 

Cela  posé,  soient  u.;,  le  nombre  des  variables  de  chacjue  série 
dans  L", 

A,... A,,    a;.... 

■^''      B,...  b„,     B,  ..., 

les  sulistitulions  dont  son  noyau  (>st  dérivé.  Les  substitutions  f/^ 
A,,  ...,  A„  A',  ...  forment  un  groupe  abélien  d'ordre  w^u.^^. 
En  associant  les  groupes  analogues  pour  les  diverses  valeurs  de  k, 
on  voit  que  L"  contient  un  groupe  abélien  d'ordre 


n 


'j'/.iJ-„ 


Mais  si  a  csl  le  iKunluf  des  variables  de  chacpie  série  dans  L", 
l'oi'dre  d'un  semblable  groupe  contenu  dans  I ,"  ne  peut  sur- 
passer  (o  u.-  (91  ). 

(  )n  ainiiil  donc  I  iii(''n;dil('' 

Avaiil    lie    l;i    (lisciilcr   il   conviendra   de    incllrc   en   c\'i(l('nc(!  les 
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nombres   ?î^,   n  de  variables   contenues  dans  les   groupes    L^',    L". 
S'ils  contiennent  respectivement  v^.  et  v  séries,  on  aura  évidemment 

n  /,.  -  /( 

p./,=  —,  F=^- 

-'/,  V 

De  sorte  que  l'inégalité  deviendra 


97.   Or  il  est  aisé  de  voir  que  ;-  ne  peut  être  inférieur  à  -^^  qui 

lui-même  sera  plus  grand  que  l'unité. 

En  effet,  s'il  n'y  a  pas  de  forme  invariante,  on  aura 

(o  p' I 


mais   p''^i.    Le    minimum    de    cette    expression    sera    donc    -;    il 

correspond  à  /?"=  4-  Si  p  est  impair  son  minimum  sera  i. 

D'autre  part,  w^^^  //'■  —  i,  étant  divisible  par  w  =  p"* — i,  V/t  sera 
un  mvdtiple  de  v,  tel  que  /nv;  donc 


■■'/.        V  //(  (  //'  —  I  ) 

expression  croissiinlc  avec  di  cl  égale  à  i   pour  m  ^=  i. 

S  il   y   a    une    Iniinc    imanaiilc    mi    ;iiii;i.    siin.inl    l:i    <;ilciinric   à 
laquelle  apparliciil    L",  v'  désignant  un  cnlici'  : 

Première  catégorie  : 

V  =:  2v'  ;  f,)  —p''~  I  {p'''>  4). 

Deuxième   catégorie   : 

v=:2v';  (ù  •=.  p''' -\- \ . 

Troisième  catégorie  : 

V  =:  I  ;  (0  =  2  (/7  impair). 
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Le  minimum  de  ^  sera  ^;  poui'  v' =  .'i,  co  =  2''  —  i.  Mais  si  p 
est  ini})air  le  minimum  sera  2. 

On  aura  tics  (ixpressions  analogues  pour  f^  en  remplaçant  v 
par  V/. 

Si  to  ;=  /)"" —  I, 

V/_.=  /»v',  ,,,;.  =  /)'"•'  _i  ; 

si  (0  —  ^'''  -f-  I , 

ou 

';](,=  (2«i  —  i)v',  (,i/,  =  /)'-"'^""'  +  I. 

On  voit  par  ces  formules  cjuc  ^  croît  av('c  m  i'X  que  tlcjà  pour 
//i  ^  I,  u  esL  égal  ou  même  superieui'  a  —  • 

V 

Eniin  si  w  =^  2,  les  trois  formes  de  co/^  sont  admissibles,  mais  p 
étant  impaii',  aucune  d'elles  ne  donnera  une  valeur  moindre  que  2 

08.  (  >ii  a  d'ailleurs 

et  les  subslit niions  de   L"  laissent  inaltérées  au  moins  n  —  /(^  fonc- 
tions des  variables.  Mais  ce  nombre  ne  peut  être  supérieur  a.  j  n 

(68).  Donc  chacun  des  nombrtîs  n^  est  au  moins  égal  à  t- 

En  outre,  si  ///,  ^  —  >    1  drdic  12/,  de   L"   ne    pourra  cire   dnisiblc 

])ar  aiicMii  facicnr  preimei'  iriqiair  </  aulic  (pic    !.  11  ne  h'  sei'a  même 
pas  j)ar  i  à  moins  quijn  n'ait  à  la  fois 

«4=^,  «  ==  0  (Ml()lt3). 

liin  clfcl  si  CCS  conditions  n'étaient  j)as  remplies  j."  contiendrait 
une    subsliliilioii    d'ordic    i]    (ou    d'ordre    3)    laissant    iii\ariantes 
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—  I-  1  ,    .  ,      /*  •  ,     ,       ,  , 

n  —  n/,   luiicLiuiis,    iiuuibre    supérieur  a   ->   ce   qui   a  ete   démontre 
impossible  (74). 

9Î).  Or  si  12^  se  réduit  d  après  ee  cpu  précède  à  une  puissance  de  2, 
p  sera  impair,  [X/,.  égal  à  l'unité,  et  ii/,  à  une  puissance  de  2.  Car  si  p 
était  égal  à  2,  l'ordre  w^,  du  premier  faisceau  de  L^  serait  p"''  —  i 
ou  p'k  dr  1 ,  nombre  impair.  D'autre  part,  si  a^  avait  un  diviseur 
impair  t:,  L"  contiendrait  un  second  faisceau  d'ordre  -'^''~^'  impair. 
Si  l'on  avait  a^=  2'^.2''  .  :  . ,  la  construction  de  L"  dépeiulrait 
de  celle  d'un  groupe  isomorphe  à  27  variables  (inod  2),  dont  le 
premier  faisceau  serait  d'ordre  impair. 

Eiiiin  ij./,  étant  égal  à  lunité,  on  aura 

ii/,--  «/,.«/,. 
Donc  »i,  de  même  que  li/,,  n'aura  aucun  diviseur  impair. 

100.  Nous  sommes  maiiilenanl  en  mesure  de  tliscuter  l'inéga- 
lité fondamentale 


11 

Les  rela lions 


montreiiL  (pic  le    produil    il   ne   peut  coiilciiir   [)lus  de  ((uatrc;  fac- 
teurs. 

Supposons  dabord   (pi'il  y  en  ail  ([iiatre.   On  aura 

I  - 

«,  =  /Ij  =z  «3  =  «4  :=  j  II, 

d'où 

D'aulre  pari  (/*rlanl  Impair  cl  |j.,  =  ...==  |7.i  ==  i) 

:4. 


■'h  ''h  i.  /  '*'  \    - 


En  lin 
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On  aura  donc  a  fortiori 


D'ailleurs  w,,  co,  sont  >>  i  et  puissances  de  2.  La  seule  solution 
sera  donc 


(Jr  s'il  n'y  a  pas  de  forme  invariante,  on  a 

La  relation 

donne 

V,—  I.       /)  —  :■). 

S'il  y  a  une  forme  invariante,  les  relations  montrent  que  L", 
sont  de  troisième  catégorie;  donc 


Donc  les  groupes  L",  .  .  . ,  L"  ne  contiennent  chacun  qu'une  va- 
riable, et  s'il  n'y  a  pas  de  forme  invariante,  le  module  p  est  égal 
à  3.  Ce  cas  a  été  signalé  et  exclu  (57). 

101.   Passons  au  cas  de  trois  facteurs. 

.     .  _  .  I  1--  ni"-'* 

boit    n,     ri,~  n,  :  11,    sera    compris    clans    1  intervalle   tie    ^  a  tt! 

-  .1  I  I  \  i 

n.,  et  Ai,  dans  celui  de  /i,  à  n  —  2/1,  ;  et  leur  produit  sera   au   moins 
égal  a  m,  '  ai  —  2/1,  j,   expression    qui    varie    de    ^   a    —  lorsque    n, 

varie  de  -,  a  tt- 

j       ■■> 

Reprenons  l'incgalitc  fondamentale 

-0),        fj).,        '.).,       _   >■>)—, 

V,  V-,        -  V:,  V 

<  )n  a,  comme  mi  vient  de  le  voir,  ir  ~(-jii.n.,.  D'autre  part 


Il  en  résull<'  ilonc 
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D'ailleurs  œ,  est  divisible  par  w.  Les  seules  solutions  seraient 
donc 

(j)|  ;ir  (jj,  =  3,  p.,  :=:  I  , 

(j>  ^  2 ,         r,) ,  ^  4 1         i^  1  =^  '  ; 

fi):=w,;=2,  p.  z=  I ,    on    2. 

102.  La  première  solution  est  à  rejeter. 

En  effet,  s'il  n'y  a  pas  de  forme  invariante,  on  aura 

cu,r=/>''.— I  =  3.  H'où  fj'~—i-,     p  =  i,     V|  =  •>     ei     p.,  =  i. 

Donc  L"  n'a  que  deux  variables  (mod  2)  et  dérive  des  deux 
substitutions 

/,  =  |-r,„.r,      j.r„,  /•',,•,  |.  P,  =  |  ,r„,  j,      x„  .r,,\  [  ('*  =  i    (  mod  2  )]. 

S'il  y  a  une  forme  invariante,  L"  ne  pourra  être  ni  de  première 
catégorie,  car  on  aurait  w,  =  p"''. — i  >  3  {p''<  étant  >4),  ni  de 
troisième,  car  on  aurait  w,  =  2. 

S'il  est  de  deuxième  catégorie,  on  aura  v,  ==  2v' ,  et 

Wi  ^  />"''  -(-  I  =r  3,  d'où  p  r:^  2,  v'   ^  1 . 

On  aura  donc  encore  deux  vaiiables  ;j-„,  .r,,  cl  L"  aura  la  même 
expression  que  tout  à  riieurc. 

Or/ devrait  être  de  la  forme  ^i^^O;,,  ç,  étant  une  [juissance  de  /", 
échangeable  à  toutes  les  substitutions  de  L".  Mais  ancune  de  ces 
puissances,  sauf  l'unité,  n'est  échangeable  à  P,.  On  aurait  donc 
i',  =  i,  et  /  laisserait  inaltérées  les  vailablcs  de  L",  ce  ([ui  est 
impossible. 

103.  Soit  donc  w  =  2.  S'il  n'y  a  pas  de  forme  invarianlf^  la 
relation  lo  =  p'' — 1=2  montre  qu'on  aura  /' =  3,  v=i.  Les 
variables  de  L"  ne  forment  donc  (|u"une  série;  et  v  =  i. 

D'ailleurs  a  ne  contejiani  (|uc  des  facteurs  (|ui  divisent  «t  sera 
une  puissance  de  2. 

Le  nombre  des  variables  de;  L"  n'étant  pas  divisiblt^  par  3,  on 
aura  <J-t=\  K^^)- 
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La  relation  co,  ^  2  ou  4  deviendra 

3''.  —  1  =  2  ou   '|. 

Elle  ne  peut  être  satisfaite  que  si  v,  ^  1,  w,  =  2. 
Donc  L"  ne  contient  qu'une  variable  x  et  il  est  formé  des  substi- 
tutions 

I  ^     —  •■''  I  (  "^od  3  ). 

Donc  L"  contiendra  quatre  variables,  donl  une  seule  r  appar- 
tiendra à  L"  ;  et  les  mêmes  raisonnements  qui  ont  été  faits  pour  L" 
montrent  que  L"  sera   foriné   des  substitutions 

\y     ±y\         (inod3). 

Les  groupes  L",  L"  sont  donc  semblables  et  l'on  devra  rétablir 
la  substitution  qui  permute  x  et  y.  Mais  le  groupe  décomposable 
ainsi   obtenu   est   exclu    (50).  Cette  hypothèse  est  donc  à  rejeter. 

S'il  y  a  une  forme  invariante,  la  condition  to  =  2  montre  que  L" 
doit  êti'e  de  troisième  catégorie.  Le  nombre  n  de  ses  variables  sera 
une  puissance  de  2.  Donc  u.,  =  t.  Si  w,  ^  2,  L"  sera  également 
de  troisième  catégorie  et  11,  =  j.  Donc  n  = /[,  n.^i,  L",  L" 
seront  formés  des  substitutions 

\.x     ±  ,r  |,  \y      ±y\  (iMdil//,   //  irM])air). 

Après  le  rétablissement  do  la  subslilution 

on  oblicndi  ail   comme  dans  le  cas  précédent  un   groupe   décom- 
posable renlranl  dans  un  cas  exclu  (ôiî). 

104.  Il  faut  floue  supposer  w,  =  4.  On  eu  déduit  si  L"  est  de 
première  catégorie 

/)'' I  =  4i  d'oil  v'i  =:  I  ,       p^b. 

et  s'il  est  de  deuxième  calégori(! 

//'i    h  I  =  4'  d'où  V,  ^^  I  ,     /j  ^'i. 

Dans  l'un  et  Faulre  cas  v,  =  2v',  =  2.  Donc  n,  =  2. 
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La  forme  partielle  $,  que  L"  laisse  invariante  sera  quadratique, 
car  en  la  supposant  bilinéaire,  on  tomberait  sur  un  cas  exclu 
(45  et  44). 

Donc  L°  sera  dérivé  des  substitutions 

ou  des  substitutions 

/f:^\xo,x,     pje^,i^j;,\,         P,=:|j;ci-^i     ■>-'n -^ol         [t'^i    (inod3)]. 

Dans  les  deux  cas  son  ordre  sera  8. 

Le  nombre  n  étant  ^in,,  mais  <4"m  sera  égal  à  8;  n.^  et^n^ 
étant  pairs,  on  aura  n.^  ='2,  rij  =  4- 

Raisonnant  sur  L'^  comme  sur  L"  on  voit  qu'on  aura  w.j  ^  4  et 
et  que  L"  est  semblable  à  L". 

Le  groupe  décomposable  A"  résultant  de  l'adjonction  à  L", 
L!î  de  la  substitution  qui  les  permute  aura  pour  ordre  2'.  En  dési- 
gnant par  0  l'ordre  de  L",  celui  du  groupe  (A",  L")  sera  2'0. 

Mais  ce  groupe  doit  être  contenu  dans  L",  dont  l'ordre  est  égal 
au  produit  de  2'  ordre  de  son  noyau  par  le  nombre  i2"  desjsubsti- 
tutions  paires  du  groupe  auxiliaire  '^  primaire  ou  complexe  à 
six  variables  et  à  forme  invariante  quadratique  W  (mod  2)  qui 
sert  à  achever  sa  construction. 

Donc  O  devrait  diviser  O".  Or  il  est  aisé  de  voir  que  cela  ne  peut 
avoir  lieu. 

En  effet,  si  1^1.3  =  1,  0  sera'  égal  à  (5^  ±1)4  'ou  à  (3- ±1)4. 

Si  U;,  =  2,  il  sera  égal  à  (5  ±  1)2.24  ou  à  (3  +  1)2.24. 

Si  [X:,  =  4^  L"  étant  de  troisième  catégorie,  son  noyau  sera 
d'ordre  2',  nombre  dont  O  sera  un  multiple. 

Donc  O  sera  dans  tous  les  cas  divisible  ou  par  2^  ou  par  2'.i3 
ou  par  2'  .5. 

Soit,  d'autre  part,  Î2  l'ordre  de  1^. 

Si  .!^   est  indécomposable,  on  aura 

i>  — (2'±l)G    ou    (■>    -t-  1)3^2.24. 

Si  r  est  décomposable,  0  =  2.3(2.3)'. 

Si   J^  est   complexe,   O  =  (2^-|- 1)  4>2.3,   mais   '^  contenant   des 

Joitrn.  de   Math.   (7"  série),  tome  III.    —   l''asc.  IV,   h)!-.  'P 
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substitutions  impaires  on  aura 

2 

Donc  Q,"  ne  sera  divisible  ni  par  2'  ni  par  i3,  ni  par  2' .  5, 3-. 

104.  Passons  enfin  au  cas  où  L"  est  formé  de  deux  groupes  par- 
tiels L",  Ll.  L'inégalité  fondamentale  deviendra 


D'ailleurs   n,    n.^    sont   compris    dans  l'intervalle  de   j/i  à    j/t; 

donc 

-,_  16 

«'> -3-«i"2- 

L'inégalité  devient  donc 

-  (il,    COo   ,   16  w 
V =  ^^- 

Chacun  des  deux  nombres  — .  —  étant  au  moins  égal  à  — ,  l'autre 
facteur  devra  être  au  plus  égal  à  ^• 


Soit  donc 

V,  0 


Cl),    _    16  -  ù),  16 


S'il  n'y  a  pas  de  forme  invariante,  la  première  de  ces  relations 
donnera  (v,  étant  un  multiple  de  v,  tel  que  m,  v  j 


r" 


et  limitera  p  et  v. 

Si  p  =  2  (p"  étant  nécessairement   >  2,    d'où  v>i),   la   seule 
solution  sera  m,  =  i,  v,  =  v  ==  2.  De  même  v^=  2. 

Mais  cette  solution  est  inacceptable  ;  car  il  en  résulterait 

ti)  =:  C0|  ^=:  (02=  3; 

le   nombre   des   variables   de   chaque   série   dans   les   groupes   L", 
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:^A5 


L",  L"  serait  donc  une  puissance  de  3;  on  aurait  donc  n  =  2.3^, 
n,  =  2.3P',  «2=2.3^',  et  la  somme  de  deux  puissances  de  3  ne 
pouvant  être  puissance  de  3,  l'égalité  n,-{-  n.,  =^  n  serait  impos- 
sible. 

Si  p  =  3,  on  a  la  seule  solution  «?,  =  !,  v  =  v,  v.  =  i  ;  car  le 
cas  où  p'''  =  3^  est  exclu  (41). 

ÔJ,  co,,  ou,,  étant  égaux  à  i,  n,  n,,  n,  seront  des  puissances  de  2. 
Mais  la  somme  de  deux  puissances  de  2  ne  peut  être  puissance  de  2 
que   si   elles   sont  égales.    Donc 

I  — 

Ces   solutions   où    n,  =  n.,^  -n  seront  discutées  plus  loin. 
Si  p  =  5,  on  a   de  même  une  seule  solution 

V  =r  V|  =  V2  =:  I  ,  d'où  r,j  :=  tOj  r=  («2^=  4  ; 

n,   n,,  lin   seront   encore  des  puissances  de  2;  et  n,  =  no=  -n- 
Si  p  >  5,  on  n'a  plus  aucune  solution. 

103.  Passons  au  cas  d'une  forme  invariante. 
Si  L"  est  de  première  catégorie,  on  aura 

V  ^  2  v' ,  c)  ^  z^"'  —  I  >  3  ; 

L"  et  L"  seront  de  première  catégorie;  car  co,,  m,  doivent  être  divi- 
sibles par  w.  Or  si  L°  par  exemple  était  de  troisième  catégorie,  on 
aurait  w,=2;  et  s'il  était  de  seconde  catégorie,  co,  serait  de  la 
forme  p""  +  i ,  qui,  divisé  par  co,  donnerait  un  reste  p"  +  i  >  '■'  étant  <  v , . 
On  aura  donc 

CO|  =  /)''i — I,  v',  =i///,v\ 

et  l'inégalité 

_  16 

Le  groupe  I."  donnera  une  inégalité  toute  semblable.  Ces  inégalités 
sont  impossibles  si  p  >  5  ;  ou  si  p  étant  égal  à  5,  v'  >  i . 
Si  p  =  5  on  aura  la  solution 

m.—i)u=^i,  v'=y,  r=Vj,  (0  =  (,),  =  w,  =  ^. 
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Ici  encore  n,  n,,  n.,   seront   des  -fitiissances   de    2   et    l'on   aura 

n,  =  n.  =  -n.  Nous  sommes  convenus  de  réserver  l'examen  des  cas 
2 

de  ce  genre. 

Si  p  =  2  ou  3  et°v'>  2,  les  inégalités  sont  impossibles.  On  aurait 
une  solution  pour  m,  =  m2  =  i  et  p"  =  3^;  mais  ce  cas  est  exclu  (38). 

Enfin  p""  étant  >  /\,  la  discussion  est  terminée. 

106.  Si  L"  est  de  deuxième  catégorie,  on  aura 

V  ^  2  V'  ,  (1)  =-  /(^'  H-  I  >  2 , 

et  ni  L°,  ni  L"  ne  pourront  être  de  troisième  catégorie. 

Supposons  d'abord  que  L"  soit  de  première  catégorie.  On  aura 

et  l'inégalité 

-  0),  _  16 
V,       i 

deviendra 

,    -•        -  '  6 
p-"',v  —  j  -       2  m,- 

Cette  inégalité  est  impossible  si  />"'>  3.  Si  /)^'  =3,  elle  admettrait 
une  solution  pour  m,  =  i.  Mais  elle  doit  être  rejetée,  car  on  aurait 
p^'i  =  3-  et  ce  cas  est  exclu  (58). 

S'ip^'  =  "2.,  on  aurait  les  solutions  m,  =  1  ou  2.  Mais  la  première 
doit   être  rejetée,//    devant  être   >4- 

On  aura  donc 

p  =  2,  v'=2,  (0^3,  /(  ^=  2V  fi  ^  2.  3  P 

et,  d'autre  part, 

vi=:;4'  (X),  :=r  2* — I  r=  3  .  ô  ;  «,  ^  2v',  pt,  ^  8  .3P' .  5^-. 

Donc  n  est  impairement  pair,  et  n,  multiple  de  8.  Il  en  serait  de 
même  pour  n.,  si  L°  était  aussi  de  première  catégorie  et  l'on  ne 
pourrait  avoir  n, -{- n.^  =  n. 

107.  Il  faut  donc  admettre  que  L'^  est  de  deuxième  catégorie; 
d'où 

V,  =  2v~  =  (2  mj  —  i)v',  oj,  =r /?<"".-' '^'  -+-  I, 
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et  l'inégalité 
devient 


i<-j-{2m,  — i). 


D'ailleurs,  //'  étant  égal  à  2,  cette  inégalité  n'a  lieu  que  si  m^  <  3. 
L'hypothèse  m^  =  2  doit  être  rejetée,  car  on  aurait  p'^  =  2%  cas 
exclu. 

II  faut  donc  supposer  171.^^=1,  d'où 

Vj  ^  v'  ^  I  ,  OJj=r  3,  «,  =  2|JLj^  2.3Pi, 

et  n.j  sera  impairement  pair  ainsi  que  n. 

Donc  n,,  n,^  ne  peuvent  être  égaux  et  l'un  d'eux  sera  <^-  /». 

Si  n,  <^-n,  0),  étant  divisible  par  5,  L°  contiendrait  une  substi- 
tution d'ordre  5  altérant  moins  de  la  moitié  des  variables,  ce  qui  est 
inadmissible  (7i). 

Si  «2  <^  -  «)  on  aura  nécessairement  [i.^^^  i.  Car  s'il  en  était  autre- 
ment, L"  contiendrait  dans  ses  seconds  faisceaux  des  substitutions 
d'ordre  3  n'altérant  que  —y^  variables,  nombre  inférieur  à  ^,  ce  qui 
est  également  inadmissible. 

Donc  n-i  sera  égal  à  2,  «  à  8  et  /z,  à  6;  mais  il  doit  être  multiple 
de  8,  ce  qui  est  contradictoire. 

108.    Nous   sommes   donc  réduits   à   supposer   que  L"  est   de 
deuxième  catégorie  ainsi  que  L°. 
Nous  aurons  donc  l'inégalité 

y»"'"""'"" -H  I  < -3- { '-«wi  —  ■  ) 

et  pour  L°  une  inégalité  analogue  où  m,  remplacera  rn,. 

Soient  d' abord /J  ^  2,  v'  ==  i.Onn'auraaucunesolutionpourWj  >  2. 
Pour  m.j  =  -2.  on  aurait  /'"'a  =  2%  cas  exclu.  11  faudrait  donc  supposer 
m,  =  wzo  =  I,  d'où 

&>,  =  coj  ^  ù)  =  3, 

rt,r=2.3P>,  rt,'=r2.3P>,  /i  =  2.3P, 
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valeurs  qui  ne  peuvent  satisfaire  à  la  relation 

«I  -+-  n,  =  II. 
Si   p  ^  2,  v'  =  2,  il  faudrait  supposer  m,  =  Wj  ^  i 

w,  =  (02;=  co  , 

et  l'égalité  «,+":>  =  ''  serait  encore  impossible. 

L'hypothèse /?==  2,  v'=3  doit  être  rejetée,  car  L"  ne  serait  pas 
indécomposable  (59). 

Si   p  =  2,    v'>3,    l'inégalité    n'admet    plus    de    solution. 

Supposons  enfin  p  impair.  Si  p"''>3,  l'inégalité  ne  sera  pas 
possible  même  pour  m.2  =  i.  Si  p'"=3,  elle  le  sera  seulement 
pour  m  ^  I .  On  aura  dans  ce  cas 

n,  n,,  n.,  seront  des  puissances  de  2  et  l'on  aura 

1  — 

109.  Supposons  en  dernier  lieu  que  L"  soit  de  troisième  catégorie. 
Le  nombre  de  ses  variables  sei'a  une  puissance  de  2.   Si  donc 

n,<:^-/i,  o),,  Vj   seront  des  puissances  de  2   et  u,  =  i  (99).  Donc 


2v',  a,    sera    aussi    une    puissance    de    2.    Mais    il    est 


I  — 


et  <  -n.  Donc  il  est  égal  kjn;  et  n,  =^  j n  sera   divisible  par  3. 

Donc  L°  ne  pourra  être  de  troisième  catégorie,  et  l'on  aura 
Wo^p^iii.  D'ailleurs  n.,^  'iv'^iJ.^,  et  [a,  n'a  pour  facteurs  pre- 
miers  que   ceux   de   oj^.   Donc  'o.^v'.,  sera  divisible  par  3. 

L"  ne  pourra  non  plus  être  de  troisième  catégorie.  Car  il  ne 
contiendrait  qu'une  seule  variable  (|j.,  étant  égal  à  i);  L"  en  con- 
tiendrait 3,  nombre  impair,  ce  qui  est  impossible. 

On  aura  donc 

/i,  :=  V,  =:  2v', ,  w,  =  /<''' ±1,  C),  t=  p''' ±  I , 

W|V,  n'ayant  aucun  diviseur  impair,  mais  w^Vj  étant  un  contraire 
divisible  par  3. 
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Enfin  V  étant  égal  à  i  et  w  à  2,  l'inégalité  fondamentale  deviendra 


32 

3  ■ 


Il  est  impossible  de  satisfaire  à  cet  ensemble  de  conditions  si 
P>5. 

Si  p  =  5,  on  aurait  la  solution 


W,=^0  — 1,  to,  =  o-t-i, 


u.,    étant  égal  à   i,   L",  L",  L"    contiendraient  respectivement  2, 
6  et  8  variables;  donc  u..,  =  3. 

L'ordre  de   L,   serait  8;  quant  à  L°,  il  contiendrait  un  second 
faisceau   h  =  (O'   \    d'ordre   3'  et   son   groupe   auxiliaire   à   deux 


B 

variables  (mod  3)  contiendrait  dans  son  ordre  un  nouveau  fac- 
teur 3;  donc  L"  admettrait  un  groupe  sylovien  A.  d'ordre  3', 
dont  les  substitutions  seraient  d'ailleurs  échangeables  aux  huit 
substitutions  de  L,. 

Quant  au  groupe  L"  de  troisième  catégorie  à  huit  variables, 
nous  avons  indiqué  plus  haut  (  104)  les  valeurs  diverses  que  peut 
avoir  son  ordre.  Pour  certaines  d'elles  on  aura  encore  un  groupe 
sylovien  A  d'ordre  3'.  Mais  les  seules  substitutions  de  L"  échan- 
geables à  toutes  celles  de  ce  groupe  sont  les  deux  substitutions  de 
son  premier  faisceau.  Donc  L"  ne  peut  contenir  (L',',  L").  Cette 
solution  est  donc  à  rejeter. 

Si  p  ==  3,  co.  étant  premier  à  3,  v^  sera  divisible  par  3.  Mais 
l'inégalité  fondamentale  ne  serait  pas  satisfaite  s'il  était  >  3. 
Il  en  serait  de  même  si  v'^  =  3  et  v',  >2.  D'ailleurs  si  v',  était  égal 
à  2  et  co,  =  3^  +  1  il  aurait  un  diviseur  impair;  et  l'hypothèse 
(^,  =  y — I  ferait  tomber  dans  un  cas  exclu  (."îS).  Il  faut  donc 
supposer 

v',  l^  I ,  ti),  =  3  -(-  1  =:  4 , 

,  „  ou       3' —  I  =:  26, 

Vj-3  et  w,= 

ou     3'-t-  I  =  28. 

La  première  hypothèse  est  à  rejeter,  car  L"  ne  peut  être  divisible 
par  i3.  La  seconde  également,  quoique  L"  puisse  contenir  un  groupe 
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sylovien  A  formé  d'une  substitution  d'oi'dre  7  ;  car  L°  ne  contient 
que  deux  substitutions  échangeables  à  celle-là,  tandis  que  L'^  con- 
tient aussi  une  substitution  d'ordre  7,  mais  échangeable  à  toutes 
celles  de  L". 


110.  Supposons  en  dernier  lieu  que  L"  étant  toujours  de  troi- 
sième catégorie,  on  ait  n^  =  n..=^-n,  d'où  n'  =  lin,n.2.  L'iné- 
galité fondamentale  deviendra 

Si  L",  Lj  sont  des  deux  premières  catégories  on  aura 

} —  ; — <°y 

2V,  2v, 

v\,  '/_,  n'ayant  pas  de  diviseur  impair. 

On  n'a  évidemment  aucune  solution  si  p^5. 
Si  p  =  5,  on  aura  les  solutions 

1  fj)  I  =  5  —  1 ,  Wj  ^=  5  —  I , 

V,    ^  V,  ^  I 

1    (1)  I  ;=  5  —  I ,  W.2  ^  5  H-  I , 

et,  si  p  =  3,  les  solutions 

v',  ^  v',  =z  I ,  U|  =  (oj  =  3  -t-  I  ; 

v',  =;l,  V2=2,  C0,=:3    H-l,  C02:=3*+i; 

v',  =a,  v'^^=o.,  co,  =  3'+i,  «2  3=  3'+ 1. 

Si  L"  est  de  troisième  catégorie  sans  que  L"  le  soit,  on  aura  ^  =  2 
et  l'inégalité  devient 


v',   n'ayant  pas  de  diviseur  impair. 
Elle  est  impossible  si  p  >  7. 
Si  p  =  7,  on  a  la  solution 


0),  =  7  +  1, 
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Si   p  =  5,   les   solutions 

v',  =:i,  tOi  =  5  —  I.  (0.2^=2; 

v'j  =  1,  (,),=  5H-I,  (.)j=:2. 

Si  p  =  j,  les  solutions 

'/,  =  !,  r,),=  3    -l-l,  r,ij=2, 

v',  =2,  f.l,  =r  o-  4-  I  ,  Wj  ^^  1- 

Enfin  si  L"  est  ainsi  que  L'^  de  troisième  catégorie,  on  aura  une 
dernière  solution 

(O,  ^^  t.).2=:  2. 

111.  Notre  objet  était  d'établir  que  le  groupe  indécomposable  L" 
ne  peut  contenir  le  groupe  complexe  L  =  (L, ,  L^,  .  .  .  ).  Ce  but  serait 
déjà  atteint  si  nous  n'avions  réservé  pour  une  discussion  ulté- 
rieure certains  cas  particuliers  assez  nombreux,  mais  présentant 
tous  les  caractères  suivants  : 

1°  Le  nombre  v  des  séries  dans  L"  est  égal  à  i  ou  à  2. 

2°  Le  nombre  des  variables  dans  chacune  d'elles  est  une  puis- 
sance de  2,  telle  que  2'. 

3°  Les  groupes  partiels  L",  L°  sont  au  nombre  de  2;  ils  con- 
tiennent chacun  la  moitié  des  variables. 

4°  Le  module  p  est  impair;  jl  ne  surpasse  pas  7  à  moins  que  L',', 
L",  L„  ne  soient  tous  trois  de  troisième  catégorie,  auquel  cas  il 
n'est  pas  déterminé. 

L'exposant  s  est  également  indéterminé.  Mais  les  considéra- 
tions suivantes  vont  nous  pei-mettre  de  le  limiter. 

112.  Soient  /  la  substitution  génératrice  du  premier  faisceau 
<lelj";  /i ,  h',  ...  ses  seconds  faisceaux. 

Leur  réunion  donnera  un  groupe 

ÏÏr^{/(,  /(',   ...), 

d'ordre  2"'"*"'  dont  les  substitutions  seront  échangeables  entre 
elles  aux  puissances  près  de  la  substitution  0  (|ui  niidtiplie  toutes 
les  variables  par   — 1. 

Joiirii.  lie  .\falh.   (■}'  snir),   tome   111.   —   Kasc     IV,    1.117.  4^ 
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Les  autres  substitutions  de  H  seront  de  deux  sortes  :  les  unes, 
d'ordre  4,  multiplient  une  moitié  des  variables  par  y  racine  de  la 
congruence  j'^  —  i  (mod  p)  et  les  autres  par  — j\  les  autres, 
d'ordre  2,  multiplient  une  moitié  des  variables  par  — i  et  n'altè- 
rent pas  l'autre  moitié. 

Désignons  par/,, /i,, /;',,  .  .  .,0,  et  par /^, /r,,  h, 0.  les  expres- 
sions analogues  pour  les  groupes  L",  L". 

Le  groupe  H  contenant  la  substitution  0  =  0,0^  contiendra 
nécessairement  les  deux  substitutions  0,,  0^  s'il  contient  l'une 
d'elles. 

Il  contiendra  dans  tous  les  cas  des  substitutions  échangeables 
à  0,,  formant  un  groupe  A. 

En  effet,  s'il  contient  0,,  toutes  les  substitutions  de  H  lui  étant 
échangeables  au  signe  près,  la  moitié  d'entre  elles  lui  sera  échan- 
geable. L'ordre  de  A  sera  donc  2"'. 

S'il  ne  contient  pas  0,,  cette  substitution  aura  pour  correspon- 
dante, dans  le  groupe  auxiliaire  k  is  variables  (mod  2)  qui  sert 
à  la  construction  de  L" ,  une  substitution  t  d'ordre  2  ayant  une 
forme  canonique  telle  que  la  suivante: 


|a-i.  Ji,  ■'•^-J.. ;,,  ..-      ■ri-+-J...i-,.  .rj  +  /,,  j, 


Le  nombre  s'  des  variables  .r,  z  est  au  moins  égal  à  s.  Or  S  est 
échangeable  aux  2^'  substitutions  de  la  base  qui  accroissent  les  -c 
et  les  z  de  termes  constants  sans  altérer  les  y. 

A  chacune  d'elles  correspondent  dans  H  deux  sub.stitutions, 
'J'  et  TÔ  échangeables  à  6,  au  signe  près.  On  a  ainsi  2^'*'  substi- 
tutions dont  la  moitié  au  moins  sera  échangeable  à  0,. 

L'ordre  O  du  groupe  A  sera  donc  au  moins  égal  à  2'. 

Mais  n(tus  allons,  d'autre  part,  en  déterminer  une  limite  supé- 
rieure. 

115.  Les  substitutions  de  L",  étant  échangeables  à  0,  et  permu- 
tables à   H.  scrotil   permniables  à  A. 

Soil  (rallleuis  li  une  des  siil)sl i tul ions  de  A.  Étant  échangeable 
à  0,  elle  sera  le  produit  (h-  deux  substitutions  partielles  U,,  Ua 
opérées  respectivemeul   sur  les  variables   de    \i\  et   de  li".  Si  deux 
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d'entre  elles 

D  =  U,IJ,.         U'=U,U, 

correspondent  à  la  même  substitution  partielle  U,,  A  contiendra 
la  substitution 

u-'LJ'=.Uj-'u;, 

laquelle  laisse  inaltérées  les  variables  de  L','  ;  elle  multipliera  donc 
les  autres  variables  par  — i  ou  les  laissera  inaltérées. 

Si  donc  H  ne  contient  pas  les  substitutions  0.^,  0,,  on  aura  U.',  =  U-, 
et  O  sera  égal  à  0'  nombre  des  substitutions  U,.  Dans  le  cas  con- 
traire il  sera  égal  à  2O',  U.',   pouvant  être  égal  à  IL  ou  à  0^  U_,. 

Cherchons  donc  la  valeur  de  O'. 

114.  Soit  S,  une  substitution  cjuelconque  de  L',' ;  A  contiendra 
la  substitution 

S7'  DS,D-'  =  S7'U,S,U7'  . 

laquelle  laisse  inaltérées  les  variables  de  L"  ;  elle  se  réduira  donc 
à  0,   ou  à  l'unité. 

Si  donc  0,  n'appartient  pas  à  H,  la  substitution  U,  devra  être 
échangeable  à  toutes  les  substitutions  de  L"  ;  c'est  donc  une  puis- 
sance de  y,.  D'ailleurs  son  ordre  doit  être  un  diA  iseur  de  4-  Don(; 

si  w,  est  divisible  par  4,  ee  sera  lune  des  puissances  de  /',  '  ;  et  si  (o, 

est  impairement  pair,  ce  sera  l'une  des  puissances  de  y,  "  .  Dans 
le  premier  cas, 

a"     O'     '1 .  d'où  .ç  ~^  2, 

et  dans  le  second  cas 

3*'~0'!;2,  d'où  s  r=  I . 

Supposons  au  coiitiaiic  (|M(-  0,  appail  icnnc  à  II  ;  S  pourra  trans- 
former U,  en  lî|  ou  (Ml  l  ,0,.  ('.('Iles  des  subslil  ulions  de  L"  (pii  sont 
échangeables  à  U,  l'ornicidiit  un  sous-gi'oupc  I.  in\;iilanl  dans  l,[ 
et  d'indice  2.  Soit  h,  lun  des  seconds  faisceaux,  _>""  '  son  onhi'. 
Il  aura  au  moins  9.'"  subslilutions  c(unmunes  avec  L;  mais  leurs 
Iransformées  reproduiront  tontes  celles  de  /?,.  Donc  chacune  des 
substitutions    l',    sera    (■ciiaugenlile   à   celles   des   //,.    Ii Mais 
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elles  ne  le  sont  pas  nécessairement  à  /, .  Si  elles  ne  le  sont  pas  toutes, 
la  moitié  le  seront  et  se  réduiront  comme  tout  à  l'heure  à  des  puis- 
sances de  /  '   ou  de  /  '  . 

On  aura  donc,  si  cd,  est  multiple  de  l\, 

2-' =:  2  0'~  2  .  2.4,  d'oÙ  S~r>, 

et  si  Cl),  est  impairement  pair, 

gîT-—  o(j'^  2.  2  .  2,  d'où  .ï  =  1  . 

113.  L'exposant  *  étant  ainsi  étroitement  limité,  il  est  aisé  de 
déterminer  Tordre  des  groupes  L",  L",  L". 

En  effet,  si  les  variables  de  L"  forment  plusieurs  séries  (leur 
nombre  v  étant  égal  à  2),  L"  contient  une  substitution  P'ou  R'  qui 
les  échange  (32).  Le  nombre  des  substitutions  qui  les  laissent  immo- 
biles s'obtiendra  en  multipliant  l'ordre  tou.^  de  son  noyau  par 
l'ordre  O,  d'un  groupe  auxiliaire  à  is  variables  (mod  2). 

Si  s  ^  I ,  on  aura  O,  =  6. 

Si  s  =  1,  le  groupe  auxiliaire  pourra  présenter  deux  formes 
distinctes.  Pour  l'une  d'elles  on  aura  0,=  5.2  =  10,  pour  l'autre 
0,=  2.6.6  =  72. 

L'ordre  Ù  de  L°  sera  donc 

Toutefois,  si  L"  est  de  troisième  catégorie,  le  groupe  auxiliaire 
devant  être  restreint  à  ses  substitutions  paires,  le  nombre  ci-dessus 
devra  être  réduit  de  moitié. 

Les  ordres  il,,  iî.  de  L",  L"  se  calculeiont  de  même,  si  fJL,,  ii..,  ne 
sont  pas   égaux   à    i.   Si    [^.,  =  1,  on  aura  simplement  £}|=V|Oj,. 

Remarquons  enfin  que  si  L"  et  L"  sont  semblables,  le  groupe  à 
conqiarer  à  L"  est  le  groupe  décomposable  »^  qu'on  obtient  par 
l'adjonction  à  L".  L^  de  la  substitution  qui  les  permute;  il  a  pour 
ordn-  oi2,Q,. 

li().  Nous  pouvons  Mi;iint('ti;nil  |)rocéder  à  la  discussion  de 
cas  réservés. 
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I.  S'il  n"y  a  pas  de  forme  invaiiante,  on  aura  deux  cas  (lOo)  : 


/^  =  3, 


yj  __  ^  _  I 


Il  faut  supposer  s  ^  i .  Le  groupe  t^  ne  contient  donc  c[ue  deux 
variables.  C'est  un  cas  exclu  (36). 


/?  =  0,  V,  ^=  v.,  ^  V,  t.),  zr;  ooj  HT  (jj  =z  (  ; 

L"  et  L°  semblables. 

Si  s  :=  1 ,  4^  ne  contient  que  deux  variables  (  mod  5  )  ;  ce  cas  est 
également  exclu  («5(j). 

Si  s^2,  l'oi'dre  de  ^  sera  2. (4.2'. 6)"  nombre  supérieur  à 
l'ordre  4-4'Oj  de  L"  ;  j^ne  pourra  donc  être  contenu  dans  L°. 

II.  Il  y  a  une  forme  invariante;  L"  est  de  première  ou  de 
deuxième  catégorie;  L"  et  L'!  sont  semblables  et  l'on  aura  deux  cas 
à  discuter  (  106  et  108)  : 

30  ou  40 

p  -^z  3    ou    5  ,  V,  =r  Vj  =  V  =  2  ,  Cl) ,  ^  Wo  =r  (i)  ^T  'i . 

Si  s  =  i,  d'où  [j.|  =  [x.j  =  i,  a  =  2,  l'ordre  de  4^  sera  2. 8", 
nombre  qui  ne  divise  pas  2. 4. 2".  6,  ordre  de  L" . 

Si  5  ^  2,  l'ordre  de  4^  sera  2  (2.4.2-.6)^  et  ne  divise  pas  l'ordre 
de  L°  égal  à  2. 4-4' 02- 

m.  II  y  a  une  forme  invariante,  et  L"  est  de  troisième  caté- 
gorie (110;. 

Si  «=  I,  on  n'a  que  deux  variables;  L",  L!l  n'en  contiendront 
qu'une.  Ils  seront  donc  de  troisième  catégorie  et  la  forme  inva- 
riante sera  nécessairement  <jiiadi'atiqiic.  ("est  un  cas  d'exclusion 
signalé  (5.i). 

Il  faut  donc  supposer  s  =  2.  Le  nombre  des  variables  sera  quatre, 
dont  deux  appartiennent  à  chacun  des  groupes  L',,  L",  et  parmi 
toutes  les  combinaisons  possibles  on  devra  rejeter  a  priori  toutes 
celles  où  lun  des  nombres  oj,,  tOj  ne  serait  pas  divisible  par  4- 

Les  seules  combinaisons  qui  restent  sont  les  suivantes  : 

p=:5;  L",  L!^  semblal)lt's  et  de  première  catégorie; 

p  =  3;  L",  L"  semblables  cl  de  deuxième  catégorie. 
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Dans  les  deux  cas  on  a 

■/,  =  Vj=I,  v'^I,  (.),=:  (02=  '|.  W=:2; 

p.,=  p.2=I,  IJ.=  ',. 

L'ordre  de  »^  sera  2 [2. 41"  =2'  et  celui  de  L"  sera  2.2'. -O^. 
Pour  qu'il  soit  divisible  par  2',  il  faut  adopter  parmi  les  deux 
valeurs  de  Oo  celle-ci  :  2.6.6.  Dans  ce  cas,  0  =  2'. 3*  et  L"  con- 
tiendra un  groupe  sylovien  A  d'ordre  2'  qui  devrait  coïncider 
avec  j^ 

Mais  ces  deux  groupes,  bien  qu'ayant  le  même  ordre,  dilîèrent 
par  la  structure.  En  effet,  j(^  contient  un  seul  sous-groupe  inva- 
riant j^  d'indice  2  formé  de  la  réunion  des  groupes  L",  L".  A  a  de 
même  un  sous-groupe  invariant  A'  d'indice  2  formé  par  le  noyau 
de  L"  ;  J^'  et  A'  devraient  coïncider,  ce  qui  ne  peut  être,  car  les 
substitutions  d'ordre  4  contenues  dans  A'  ne  laissent  inaltérée 
aucune  fonction  des  variables,  tandis  que  J^'  contient  la  substitu- 
tion/,  d'ordre  4  qui  n'altère  pas  les  variables  de  L". 

Nous  pouvons  donc  affirmer  qu'un  groupe  décomposable  ou 
complexe,  construit  avec  les  précautions  indiquées  dans  la  Sec- 
tion   II,   est   maximum. 


\  111.        Un  groupe  indécomposable  I."  ne  peut  être  contenu 
dans  un  autre  groupe  indécomposable  Iv. 

117.  Il  nous  reste  à  chercher  à  quelles  conditions  un  groupe 
indécomposable  L"  pourrait  être  contenu  dans  un  autre  groupe 
indécomposable  L" . 

Soient,  comme  précédcninicnl, 

V         15,  ...H  J 
le  iiuyau  de  L", 

.7,    Ti.    7i'.     ... 
celui  de   L". 

Nous  ('-liihliioiis  su(.((!-ssivenienl    : 
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1°  Que  /'  est   échangeable  à  toutes  les  substitutions  du  noyau 
de  L°,  et  par  suite  sera  une  puissance  de/; 
2°  Que  /  et  y  coïncident  ; 
3°  Que  L°  et  L"  ont  le  même  noyau; 
4°  Et  enfin  qu'ils  coïncident. 

118.  Comme  dans  la  section  précédente,  nous  nous  appuierons 
sur  ce  que  S,  T  étant  deux  substitutions  quelconques  de  L",  S"'  /"S, 
T'/T  seront  des  puissances  de  /  et  le  commutant  S  'T~'ST 
sera  échangeable  à  f . 

Prenons  pour  S  la  substitution  A,  et  pour  T  une  substitution 
de  L"  qui  ne  lui  soit  pas  échangeable  aux  puissances  près  de  0  ; 
le  commutant  Aî'T  'A,Tet  ses  transformées  combinées  ensemble 
reproduisent  tout  le  faisceau  h,  et  f  sera  échangeable  à  toutes 
ses  substitutions.  De  même  à  celles  des  autres  faisceaux  /(',  .... 

D'autre  part,  si  dans  L"  le  nombi'e  des  séries  conjuguées  est 
supérieur  à  2,  L"  contiendra  une  substitution  de  la  forme  P"Q  dont 
le  commutant  avec  /  est  f''~\ 

Si  L"  est  de  première  catégorie,  il  contiendra  une  substitution 
de  la  forme  RQ  ou  de  la  forme  RPQ.  Leurs  commutants  avec  f 
seront  respectivement  f^^  ou  /'-. 

Nous  allons  en  conclure  que  /'  multiplie  chaque  variable  de  /" 
par  un  facteur  constant  et  par  suite  est  échangeable  à  /". 

I  lî).  Premier  cas.  — S'il  n'y  a  pas  de  forme  invariante,  /"  sera 
d'ordre  // — i,  el  /"''"'  multipliera  les  variables  des  séries  p  et  r  +  ? 
respectivement  par 

i(,r-~i),i\  i<p'-'> />'■+?,  [<>'-'=  I    (niody»)]. 

Ces  facteurs  seront  différents,  à  moins  (|ii"i)ii  n'ait 
(i)  (f)-—\)  {/}''— 1)  =0  (inod/y  —  1). 

Si  donc  r  ne  peut  être  choisi  de  manière  à  satisfaire  à  cette  rela- 
tion, /"  devra  remplacer  chaque  variable  par  une  fonction  des  seules 
variables  de  la  même  série.  Étant  d'ailleurs  échangeable  à  A,,   ... 
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<jui  multiplient  ces  variables  par  des  facteurs  différents,  elle  mul- 
tipliera chacune  d'elles  par  un  facteur  constant. 

Or  la  relation  (i)  est  impossible  si  v>-2;  car  si  r  <C  v  —  i, 
son  premier  membre  est  <  p" — i,  et  si  r  =  v  —  i,  sa  division 
algébrique  par  p" — i  donnera  un  reste  — //  '  —  P*+P  +  i  négatif 
et  moindre  en  valeur  absolue  que  p' — i. 

Nous  réserverons  le  cas  où  v  =  2  pour  une  discussion  ultérieure. 

120.  Deuxième  cas.  —  Si  L"  est  de  première  catégorie,  on 
obtiendra  le  même  résultat  si  celle  des  substitutions  f''^^,  f'  à 
laquelle  /  est  échangeable  multiplie  les  variables  des  diverses  séries 
par  des  facteurs  tous  différents. 

Cela  aura  lieu  pour  la  substitution  y^',  à  moins  qu'on  n'ait 
par  la  comparaison  de  deux  séries  conjuguées,  pour  une  valeur  de  r 
positive  et  moindre  que  v', 

(2)  (/j  +  1)  (//■— 1)  =  o         (  ino.l /)■''— i), 

OU  par  la  comparaison  dune  série  avec  son  associée  ou  les  conju- 
guées de  celles-ci,  pour  une  valeur  de  r  non  négative  et  <C'^', 

(3)  (/9  +  i)(/X-M)  =  o  (mo.i/)'''— 1). 

La  première  condition  est  impossible,  sauf  pour  v'^2,  cas  que 
nous  réserverons. 

La  seconde  donnera,  si  /■  ^  v'  —  i, 

//''-' -t- /' -H  2  E=  o  (mod/>"' — i). 

Or  le  premier  membre  est  moindre  (jue  p'' — 1  :  1°  si  v'>>3; 
2°  si  v'=  3,  p^  1;  3°  si  v'=  2,  p  >  3. 

Or  pour  v'=  3,  /?  =  2  la  congruence  nest  pas  satisfaite;  d'autre 
part,  /?">/!  et  ne  doit  pas  être  égal  à  3%  ce  cas  étant  exclu  (38). 

Il   r.'uil   donc  supposer  v'^i,  d'où 

/)  +  3  :=  o      (  niod  /)  —  il  cl  /)  =r  ■). 

Mais  le  cas  où  //'=:'j  est  exclu,  si  t  +  ïn  csI  |)alr  (iô);('t  si 
T  +  ^w  est  impair,  J>"  contiendra  deux  subsliliUidiis  \V ,  S  telles  que 
leur  commutant  S-'R'SR'   '  soit  une  puissan<c  impaire  de  /  (.5^). 

Ce   commutant  f^  sera   échangeable  à  /'  et,  coiniiic  il  multiplie 
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les  deux  séries  par  des  facteurs  diiïérents,  notre  pr(jposition  sera 
démontrée. 

Soit  maintenant  /■  <^  v' — i.  Le  premier  nieniljre  de  la  con- 
gruenee  (3)  est  évidemment  <^p'''--i,  si  p  ]>  2  ou  si  v' ]>  j. 
Pour  //''^a^,  il  n'est  pas  divisible  par  2'  —  i.  Mais  pour  //'=?' 
on  aura  la  solution  }  =  2,  /j'=  2'. 

Nous  réserverons  encore  l'examen  de    ce  cas. 

Si  /  est  échangeable  à  _/-,  elle  le  sera  a  fortiori  h.  f^^  si  p  est 

impair.  Le  seul  cas  nouveau  est  donc  celui  où  p  =  2.    Il  donne  la 

congruence 

2(i''4-i)sHO  (moda''' — 11 

et  2''  —  I   étant  impair 

3' '+ 1 E^  o         {moà  1''' — 1), 

évidemment  impossible  puisque  v'j3. 

121.  Troisième  cas.  —  Si  L"  est  de  deuxièjne  catégorie,  les  séries 
conjuguées  seront  en  nombre  pair  2v',  et  /"  multipliera  les  variables 
de  la  (p.+  1)"^'""  séi'ie  par  i'/''-')/'?^  où  if'~'^ï  (mod  p). 

Pour  que  la  substitution /'''~'  à  laquelle/"  est  échangeable  mul- 
tiplie par  le  même  facteur  deux  séries  différentes  0  et  p  +  r,  il 
faudra  (|u"nn  ait 

{  p- —  1)  (/>'■ —  0  =  "         (inod  //■'+  I  ). 

pour  une  valeur  de  /■  positive  et  moindre  que  2v'. 

Si  r<^y' — I,  le  premier  membre  étant  <C  p' ,  cette  congrui^nce 
est  impossible. 

Si  /•:=•/'        I,  la  (li\isiou  iilgébr'i(|uc  nionhc  (|U(^ 

—  p  —  p''-'  —  />--hi 

d('\rail  ri  le  di\isd)lr  |iar  p'' -\-  \ .  (  >r  il  lin  est  iidÏTiciir  eu  xalcur 
absolue  si  v' ^  ).  I  )c  Miriiic  si  v'=  j  et  p^'i.  I>  ailleurs  v':=3 
et  p  =  2  reiiirerait  dans  un  cas  exclu  (ôO). 

Si  v'=2,  /-''■'+ I  dr\i:iii  diviser  -  -ip  —  p' -\- \  el  par  suite 
—  np -\- 1,  ce  qui  est  rvidniunent  impossible. 

Supposons  enfin  r'v'.  Lu  le  cliani^carit  en  v'-|  ;,  nous  auriuis  la 
Journ.  de  Malk.  (-•  série),  luinc  Hl.  —  l;isc.  IV,  jyi;.  47 
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nouvelle  congnience 

{p-—i){jj''-^i)  =  (>  (mocl/)'''-+- i). 

OÙ  r  peut  prendre  les  valeurs  o,  i,   .  .  .,  v' — i. 

Cette  congruence  est  impossible  si  r<[v' — 2,  car  on  aura 

(/''—')( p'' -+-!)< p''*-  +  /j' <  3 /y+^ < />'■+' < //''. 
Si    ;•  ==  v' — 2,    on    aura 

■    (/''-i)(p'''-^+i)=  — />■''-'— à -t-/''. 

expression    moindre    en    valeur    absolue    que    p'-j-i-    H    faudrait 
donc  qu'elle  s'annulât,   ce  cpii  n'a  lieu  que  si  v'=3,  p  =  2.  Mais 
ce  cas  est  exclu  (39). 
Soit  enfin  7  =  v' — i   : 

( /''  —  1  )  ip"'-'  +  I  )  =p'''^'  —  P''-'  +p'-i 
^  —  /J' "' — /* — I -+-/>"  mody>'''+i. 

Cette  dernière  expression  est  négative  et  moindre  en  valeur 
absolue  que  /j'  +  i,  si  v'  >  2.  Si  v'=  2,  elle  se  réduit  à 

p'—  ap  —  i  =  —  2{p  —  i), 

expression  qui  ne  peut  être  divisible  par  //-+i. 

Reste  la  seule  hypothèse  v'=i,  dont  l'examen  sera  réservé. 

122.  Les  cas  réservés  dont  nous  allons  entreprendre  la  discus- 
sion offrent  ce  caractère  commun  qu'il  ne  peut  exister  plus  de  deux- 
variables  X,  a'  qui  soient  multipliées  par  un  même  facteur  dans 
chacune  des  substitutions  monômes  A,,  ....  et  /'""'  (ou  y'''"*"') 
auxquelles  nous  savons  déjà  que  /  doit  être  échangeable;  donc  / 
sera  de  l;i  l'nrnie 

/  —:  I  X,  .r',   .  .  .       Lr  ■+-  mx' .  ni' .f  -+-  l' .v' ,   .  .  .  |. 

Il  tiiius  faut  établir  que  m^^m'^o  (mod  p). 

.Nous  \  aiiiveions  tu  exprimant  cjue  la  transformée  '^  =^ /~' //, 
étaiil  une  |iiiissiiiu('  di-   /  .  lui  csl  cchaii^cablc. 


SUR    LES    GROUPES    RÉSOLUBLES.  36l 

Soit  en  effet 

f^  I  .1%  ,r'.   .  .  .      ax.  a' x' .  .  . .  |. 

On  aura 


CB=  j  X,  x' ,  . .  .      Lv  -t-  a^'  a  m  .i' ,  aa'^'  in'.r  -+-  l'x'.  .  . 
L'identification  de  fo  et  de  Zif  donnera  les  relations 


/-  -t-  aa'^'  ni/n'  ^^  l-  -\-  a   ^  a'  mm' 

a^^a'  Im  -t-  ml'  ^  Im  +  a^' a'  m  /' 

/m'  -H  aa'~^ l' m' -^  aa'~'  /m'  -+-  /'m' 

a'''  a'  mm'  -t-  /'-==  a  a'^'  mm'  -h  /'- 


(  rnotl  />), 


OU  en  simplifiant 

[{a^'a'y- — i]mm':^o  j 

(«' — a)  w(/'— /)  =  ()  >         (mod/j). 

(n'—  n)  m'(r  —  /)  =  (>) 

Si  (rt~'rt')-  nest  pas  congru  à  i,  lun  au  moins  des  nombres  m, 
m'  sera  nul;  l'autre  aussi,  car  dans  l'hypothèse  contraire  on  aurait 
l'^l  et  l'ordre  de  /  serait  divisible  par  p,  ce  qui  est  impossible. 

Reste  à  discuter  la  possibilité  de  l'hypothèse  («  'a')-^i. 

125.  Dans  les  deux  premiers  cas  réservés,  ;r,  x'  appartiennent 
à  des  séries  conjuguées;  a  et  a'  sont  respectivement  égaux  à  i 
et  à  i'',  i  étant  racine  primitive  de  la  congruence 

/'''-'  :^  I  (  mod  p). 

On. devrai I  donc  a^'oir 

i'tp-i)  ^  ,  (mo<l/>). 

d'où 

l(p  —  i)  =  o  (niod//- — i), 

congruence    évideminciil     iinjmssihlc. 

Dans  le  Iroisième  cas,  L"  est  de  première  calcgorie,  ^"'=2'; 
X,  x',  ne  ïonl  pas  conjugués  et  r  =  2.  On  aura  donc 

rt^'-'^l  et  o'r^n-'''. 
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d'où 

(rt-'rt')-— (7-'",  — losHO     (nioda' — i), 

ce  qui  n'a  pas  lieu. 

Dans  le  quatrième  et  dernier  cas,  L"  est  de  deuxième  catégorie, 
et  v'^  I.  On  aura  donc 

a''+'^i      (niod/j),  a'  =  a''. 

d'où 

2(/>  —  i)  =  o  (mod/)  +  i), 

—  i  ^^  o  (mod/'  +  i). 

Cette  congruence  achnet  la  seule  solution  p  =  3. 

D'ailleurs  on  tombera  sru-  un  cas  exclu  si  T  +  Su  est  impair  (44}  : 
et  s'il  est  pair,  L"  contiendra  deux  substitutions  P',  S  telles  cjne 
.le  commutant  S-'P'SP'-'  soit  une  puissance  impaire  de/,  telle 
que /P  ÇàHj.  f  étant  d'ordre  4  sera  réciprocjuement  une  puissance 
de  P  et  sera  échangeable  à  /". 

Il  est  donc  prouvé  que  dans  tous  les  cas  /  est  échangeable  à 
toutes  les  substitutions   du   noyau   de   L". 

124.  Corollaire  I.  —  f  sera  une  puissance  de  f. 

En  elle  t.  soit  i  l'imaginaire  que  les  variables  contiennent  dans 
leur  expression.  Les  facteurs  par  lesquels  /  multiplie  ces  variables 
seront  nécessairement  des  puissances  de  /  et  les  variables  con- 
jugnées  seront  multipliées  par  des  puissances  conjuguées.  Enfin, 
dans  le  cas  des  groupes  de  seconde  catégorie  où  v  =  2v',  ces^  mul- 
tiplicateurs seront  des  puissances  de  /'''-',  cette  condition  étant 
nécessaire  pour  (pie  /  n'altère  pas  la  forme  invariante. 

l'Iii.   CoiioLLAi  r,r   II.         vdii'isev. 

rs'ous  venons  en  cllet  de  voir  que  (u  divise  w. 
Oi'  s'il  n'y  a  pas  de  lV)rme  invariante, 

(,,  =  //'  — I. 
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Si  L"  est  de  première  catégorie, 

S'il  est  de  deuxième  catégorie, 

S'il  est  de  troisième  catégoi'ie. 

Un  aura  de  même,  suivant  les  cas, 

Mais,  pour  que  w  soit  divisible  par  oj,  il  faut  qu'du  ail  : 
Si  co  ^  p" — I, 

w  rr/3'"''—  I,  V  =;  wv; 

Si  OJ  =  p'  —  1 , 

co  =  p'"''' —  I ,  •/  =  m v' ,  V  =  7« v; 

Si  0)  =  p" '+  1 5 

r,)  =:  pïm''' i  .  v'  =:  2  m  v' ,  V  =  3  /«  V, 

ou  _ 

Enfin  si  (0  =  2,  v  =  i  et  divise  v. 

I2(>.  Théorème  II.  --  Les  wij.-  subsdtulioits  du  noyau  de  L"  sont 
échangeables  entre  elles  aux  puissances  près  de  f. 

Elles  le  sont,  en  elïet,  au.K  puissances  près  des  substitutions 

5=/S.  'ù'—p 

77,  r',  ...  étant  les  fadeurs  premiers  de  a.  Or 

C(^s    deux    expressions    icprésentani    le    nonibrc    //    des    varialtles; 
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V   divisant  v,  ul  et  par  suite  -  divisera   p..  Donc  ~  divise  aussi  co. 

Donc  f"  sera  une  puissance  de  /,  qui  lui-même  est  puissance  de  /. 
Mais  elle  est  d'ordre  t:  comme  Ô,  et  celles  des  puissances  de  /  qui 
sont  d'ordie  t:  sont  des  puissances  les  unes  des  autres.  Donc  0  est 
une  puissance  de  J. 

Or  l'ordre  d'un  groupe  contenu  dans  L"  et  dont  les  substitutions 
sont  échangeables  aux  puissances  près  de  /  ne  peut  surpasser  uiii.". 
Il  ne  peut  même  atteindre  ce  chiffre  que  s'il  contient  des  substitu- 
tions de  chacun  des  faisceaux  h,  h',    .  .  .  (91). 

Nous  avons  donc  l'inégalité 

qui  nous  permettra  d'établir  la  proposition  suivante. 

127.  Théorème  III.  —  Les  premiers  faisceaux  des  groupes  L" 
et  L"  sont  identiques. 

1°  En  effet,  supposons  d'abord  qu'il  n'y  ait  pas  de  forme  inva- 
riante. On  aura 

(,1  =  /'"■''  —  I .  M  ^  p'  —  r .  fi  r=  »(  jLi. 

L'inégalité  devient  donc 

yy"V._,=(pV_,)„i2. 

Si  m  était  égal  à  i ,  le  théorème  serait  démontré.  Si  d'ailleurs  on 
remarque  que  />"  >  2,  on  n'aura  pour  solution  où  /*(  soil  >i  que 
<;elle-ci  : 

p''  ^=  '.', ,         m  —  2 . 

Mais  le  groupe  1."  ((u'ellc  donncrnit  (^sl   exclu  (41). 

2°  Si  L"  est  de  première  catégorie  il  en  sera  de  même  pour  L", 
el  l'inégalité  sera  la  même,  sauf  le  changement  de  v  en  v'.  D'adleurs 
/j^  >•  ,\.  Il  n'existe  donc  aucune  solution  où  //(  soil  >  1. 

)o   Si   L"  est  «le  deuxième  catégorie  cl   L"  de   preuiièic,  ou  aura 

/J.  =;■>//(  p.,  r,)=//''4-i,  m  —- p^'"''' —  I  , 

d'où 
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D'ailleurs  [x  étant  pair,  p" +1,  qu'il  divise,  le  sera.  Donc  p  est 
impair.  L'inégalité  admet  les  solutions 

P'' ^  5,  /?i  =  r . 

Mais  ces  deux  cas  sont  exclus  (38  et  -VI). 

4°  Si  L"  est  de  deuxième  catégorie,  ainsi  que  L",  on  aura  l'iné- 
galité 

Pour  m  =  i,  le  théorème  serait  démontré.  On  aurait  une  autre 
solution    pour   p  ^  1, 

W=i2,  v' =:  I  ,  d'où  /)':=2^. 

Mais  ce  cas  est  exclu  (39). 

5°  Si  L"   est  de  troisième  catégorie,  on  aura 

tiJ  =:  2 ,  V  =  I  , 

d'où,  si  L"  est  de  première  ou  de  deuxièine  catégorie,  v  =  2v' 

p-' 1^8-/'  ou  /9'    -(-  I  5  8v'-. 

D'ailleurs  p  est  impair  et  v'  puissance  de  2.  Sous  le  bénéfice  de 
ces  observations,   on  aura  les  solutions 

/9'''=3,  3S  3*,  5,  5-,  7. 

dont   nous  réserverons  la  discussion.    D'ailleurs  la  solution  p'''=3 
n'existera  pas  si  L"  est  de  première  catégorie,  car  p''  doit  être  >  4- 
6*^  Enfin,  si  L"  et  L"  sont  de  troisième  catégorie,  le  théorème  est 
vérilié. 

l'iS.   'I'hkohe";mi:.     -  L"  seid  identique  à  \j" . 

Remarquons    ioul    d'abord    ([ue    les    subsl  il  niions    de    L"    sont 

permulables    à   chacun   des   seconds    faisceaux  h,  h' Mais    il 

pourrait  arriver  qu'elles  fussent  permulables  à  un  sous-groupe  /(, 
de  7;. 
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Lemme. —  (elles  des  substitutions  de  //,,  qui  sont  échangeables 
à  toutes  les  autres,  sont  les  puissances  fie  0  =  /''. 

Cai'  dans  le  cas  contraire  ces  substitutions  jc^intes  à /*  donneraient 
un  faisceau  abélien  permutable  aux  substitutions  de  L"  et  dont 
les  substitutions  ne  seraient  pas  puissances  d'une  seule  d'entre  elles  : 
L"  ne  serait  donc  pas  indécomposable,  contrairement  à  notre  sup- 
position. 

h,  sera  donc  d'ordre  -*'i^'  et  sera  dérivé  de  2s,  substitutions 
génératrices    cju'on    pourra    prendre    pour 

A,.     ...,'A„ 
H,,     ....     IV 

Les  substitutions  de  /;  échangeables  à  toutes  celles  de  h,  for- 
Jiieront  un  sous- groupe  complémentaire  k  d'ordre  71-1'^  •',)-»-i  et 
dérivé  de  2((7  —  s,)  génératrices. 

Soient  donc  h,  un  sous-groupe  mimmiiui  parmi  ceux  de  h  qui 
sont  permutables  aux  substitutions  de  L"  (et  ne  se  réduisent  pas 
aux  puissances  dey);  h.,  un  groupe  minimum  parmi  les  sous- 
groupes  de  k  qui  jouissent  de  cette  propriété,  etc.  h  sera  un  produit 
de  sous-groupes  h,,  h.^,  ...  d'ordres  is,-{-i,  2s. +  1,  ...  ayant 
en  commun  les  puissances  de  0. 

On  pourra,  s'il  y  a  lieu,  décomposer  de  même  chacun  des  fais- 
ceaux Ji'.    ...   en  un  pioduit  de  groupes  partiels. 

129.   Cclii   |iosé,  L"sera  cunlenu  dans  un  groupe   L'"  ayant  pour 

seconds  faisceaux   /t,,  hj /', 

Ces  seconds  faisceaux  seront  dailleuis  ulciiliqucs  à  h,  h',  .... 
11  résulte  en  clfet  du  théorème  du  n<'91  que  chacun  d'eux  doit 
<-ontenir  quel<jue  substitution  du  noyau  de  L"  autre  que  les  puis- 
sances de  y. 

Supposons  (Iniic  (juc  A,  n'ulcruic  une  subsl  i(  ul  i(Ui  J'It,  ..., 
où  l  appartienuc  à  A,  /'  à  li',  ....  Il  .untiendra  ses  transformées 
par  les  substitut inus  «le  L".  Or.  |);mui  celles-ci,  il  en  existe  une 
échanocaljlc  à  /"./'....  cl  1  lausluiiiiaul  /en  une  autre  subsl  il  ulion  ?, 
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du  groupe  It  qui  ne  soit  pas  de  la  fumie/'°'i;  donc  //,  eiwitiendra 
la  substitution  1,1-^'  et  ses  transformées  par  les  substitutions  de  L". 
Ur  celles-ci,  par  leur  combinaison,  reproduisent  tout  le  faisceau  h. 
Or,  jDar  construction,  il  ne  contient  aucun  sous-groupe  permu- 
table aux  substitutions  de  I^".  Donc  h  contient  réciprocjuement 
toutes  les  substitutions  de  h,   et  se  confond  avec  lui. 

150.  Cela  posé,  L"  se  construit  à  laide  de  groupes  auxiliaires 
piùmaires  dont  l'un  A  correspond  au  second  faisceau  h  =  {h,,  h.,,  ...) 
et  L"  à  l'aide  de  groupes  primaires  analogues.  Ceux  de  ces  groupes 
A,,  A2,  ...  qui  correspondent  aux  faisceaux  h,,  lu,  ...  forme- 
raient par  leur  réunion  un  groupe  complexe  qui  devrait  être  con- 
tenu dans  A.  Or  cela  est  impossible,  d'après  la  Section  \  l\. 

L'hypothèse  de  la  décomposition  de  h  en  un  produit  de  plusieurs 
groupes  différents  h,,  hj,  ...  est  donc  inacceptable,  et  il  faut 
admettre  qu'on  ait  /;=  A,  = /i  et  que  A,,  groupe  primaire,  soit 
contenu  dans  A .  Le  nombre  des  variables  dans  ces  groupes  étant 
inoindre  que  dans  L",  on  peut  admettre  comme  démontrée  l'iden- 
tité de  A,,  et  de  A.  Dès  lors,  les  groupes  L"  et  L"  ayant  mêmes 
premier  et  second  faisceaux,  et  étant  construits  avec  les  mêmes 
groupes   auxiliaires,    seront    identiques. 

151.  >sous  avons  réservé  (127)  l'examen  de  quehiues  groupes  L" 
de  première  et  deuxième  catégorie  poui;  lesquels  //'  a  lune  des 
valeurs   suivantes 

3,     o-,     3',     ■">,     5-,     7. 

.Xotrc  longue  discussion  sera  terminée,  si  nous  ctaldissons  ([ue, 
sauf  les  cas  d'exclusion  signalés,  aucun  de  ces  groupes  ne  peut 
être  contenu  dans  un  groupe  f>",  de  troisième  catégori('. 

Sil  existait  plusieurs  groupes  de  l'espèce  L"  conlcuant  L",  nous 
rhoislrions  jioiii'  la  démonstration  l'un  de  ceux  où  le  nombre  des 
seconds  laisceau.\  /(,  /;',    .  .  .   l'st  le  plus  grand  [)ossd)le. 

I  .(■  nonihiT  (les  variables  de  L"  est  une  jiuissaiirr  de  2;  et  le 
iKunlirc  -jv'  lies  séries  ([ircllcs  rdi-nicnl  sera,  sui\;inl  l(>  cas,  2,  4j 
<iu   (S.    Désigmins-le    par  2^ 

Si    1^"   est    (le   |)reniière  catégorie    et    v' >  1 ,    L"    ((uilieudra   (5'i) 

Jouin.  de  Mat/t.   (-■  >(;ric),  loine   III.  —   l'iiso.  I\,   i,)i7.  4^ 
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les  substitutions 

R',     I" 

et  les  substitutions  R'^^P'fyY  formeront  un  sous-groupe  F  dont 
nous  désignerons  d'une  manière  générale  les  substitutions  par  la 
lettre  U. 

Les  substitutions  qui  ne  déplacent  pas  les  séries  sont  des  formes 
T,  T',  ...  définies  au  nO  26.  Elles  sont  permutables  à  T.  Les  puis- 
sances de  /  sont  communes  à  ces  diverses  formes  et  à  la  forme  U. 

Si,  L"  étant  encore  de  première  catégorie,  v'=  i,  on  n'aura  pas 
de  substitution   P'  et   les   substitutions   de   V  seront  de  la  forme 

U  =  R'"/:-. 

Si  L"  est  de  deuxième  catégorie,  R'  manquera  et  F  sera  formé 
des  substitutions 

U  =  P'P/T. 

Dans  tous  les  cas,  les  substitutions  de  L"  auront  pour  forme 
générale 

UTT'.... 

152.  Cela  posé,  soit  7;  l'un  des  seconds  faisceaux  de  L".  Les 
substitutions  communes  à  h  et  k  L"  formeront  dans  L"  un  sous- 
groupe  invariant. 

Si  l'une  d'elles  V  n'appartient  pas  à  U,  h   coïncidera    avec   un 
second  faisceau  h  de  L". 
Soit   en   effet 

\  =UTT'..., 

l'un  au  moins  des  facteurs  T,  T'.  .  .  . ,  parexemple  T,  ne  se  réduisant 
pas  à  une  puissance  de/.  Si  T  n'appartient  pas  a  h,  on  pourra  déter- 
miner dans  /(  une  substitution  S  qui  ne  lui  soit  pas  échangeable 
aux  |)uissances  près  de  /:  et  le  commutant 

S-'TST-' 

serait  commun  à  h  el  à  h.  11  en  seiail  de  niènie  de  ses  transformées, 
dont  la  combinaison   icproduit  /*. 

Donr  //   cotitienl    //   cl    résulte   de   la   ((iinbliiaisoii    de   //   axcc    un 
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autre  groupe  partiel  /i,,  formé  par  celles  de  ses  substitutions  qui 
sont  échangeables  à  toutes  celles  de  h. 

D'ailleurs  les  substitutions  de  L",  étant  permutables  à.  h  et  à.  h, 
le  seront  évidemment  à  /i,.  Donc  L"  serait  contenu  dans  un 
groupe  L'"  analogue  à  L",  mais  où  le  second  faisceau  h  serait 
dédoublé,  ce  qui  est  contraire  à  la  définition  de  L". 

Désignons  donc  par  K  l'ensemble  des  seconds  faisceaux  com- 
muns à  L"  et  à  L"  ;  par  H  et  H  celui  des  seconds  faisceaux  respec- 
tivement spéciaux  à  L"  et  à  L".  Soit  ar  le  nombre  des  généra- 
trices de  H;  celui  des  génératrices  de  H  sera  évidemment  2  (?■  +  p). 

Soient  enfin  A,  A  les  groupes  formés  par  celles  des  substitutions 
de  L"  et  de  L"  qui  sont  échangeables  à  toutes  celles  de  K.  Si  L" 
était  contenu  dans  L",  A  le  serait  dans  A.  Il  nous  faut  démontrer 
que  cela  est  impossible. 

155.    A   cet  (dîet,    considérons    parmi    les    subslilutions    U    un 
groupe  r,,  formé  comme  il  suit  : 
Si  les  U  sont  de  la  forme 

K'«j"P/ï, 

r,   aura  pour  génératrices 

R',     P'"^, 

auxquelles  on  joiiuba  /'  si  (o  est  divisible  ])ar  '1,  ou  /^  si  (o  est 
impairement  pair. 

L'ordre  de  ce  groupe  sera  2'^'  où  /=  '5,  si  w  esl  divisible  par  \', 
^  =:  2  dans  le  cas  contraire. 

Si  les  U  se  réduisenL  à  la  forme  plus  simple 

R'«/v, 
r,   aura   pour  eén(''i'at  l'ii'es 

H'     cl    /"'     (ou  p), 

et  son  ordre  sera  2"  '  (u'i  /  =  2  (ou  i  si  (o  n'est  pas  divisible  par  '|). 
Si  les  U  soûl  de  la  foiuuî 


3^0  CAMILLE    .lORDAN. 

r,    aura    pmir    géiuMatrices 

P-''     et    p      (ou  p). 

et  son  ordre  sera  2'"^',  où  <  =  2  (ou  \). 

En  adjoignant  à  F,  les  ir  substitutions  génératrices  de  H,  on 
obtiendra  un  groupe  binaire  (^)  (F,,  H)  d'ordre  0-''+'-*-'  contenu 
dans  A  et  a  fortiori  dans  A.  Si  cet  ordre  est  supérieur  à  2'"^?"^', 
ce  groupe  aura  au  moins 


suljstitutions  communes  avec   H   (95). 

Mais  ces  substitutions  communes,  étant  de  la  forme  U,  devront 
appartenir  à  F,.  Elles  forment  d'ailleurs  un  gidupe  pernïutable 
aux  substilutidus  de  L"  et  en  particulier  à  f.  Enfin  leur  ordre 
divise 4-  Donc  si  l  ,  est  l'une  d'elles,  son  commutant  avecy,  cjui  est 
une  puissance  de/", ,  élevé  à  la  cjviatrième  puissance,  donnera  l'unité. 

Soit  donc  2''^'  l'ordre  du  groupe  T.,  formé  par  celles  des  substi- 
tutions de  F,  cjui  satisfont  à  cette  condition:  on  aura 

r,r+(  — p+l  =  2''+' 

d"()i.'i 

15i.    Il  csi  (railleurs  aisé  de  déterminer  /  —  /'. 
Si  les  sid)slilutions  de  F,  sont  de  la  forme 

IV«P'^V  L'"'    i-/  =  o  (mod'„)]. 

leur  coMiMiulanl  a\('c  /'sera 

cl  li-^  sulislilul  liiiis  de  l\  dexioiil  sallsfaii'c  à  la  lundil  iim 

(1)  I  I  (— r  )'^/'- '  —  I  I  =  o  (  1110(1 /)■''— O. 

Si   elles   Sdlil    de    la    Innue 

l'.'yy       I  011  \y  —  0  (iiieri'„r|. 

(')    \'iiir  ail  II"  0:i  la  ([(''(liiiiioii  de  ce  lernie. 
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la  condition  sera 

(a)  ',[1— I)''  — i]  =0  (modp'—i). 

Eniiii  si  elles  sont  de  la  forme 

P"' ?/T  [ou    iyso   (mod'.)l|. 

la  condition  sera 

(3,  .'^^■/p__,)  =  „  ,,„oil'„). 

13o.   Nous  sommes  maintenant   en    mesnre    frétndier   snecessi- 
vement  les  divers  cas  réservés. 

I.   Soit  p=  3,  co  =  3'  —  1  =  8(1.  t  )n  aura  /  =  3. 
La  relation  (ij  se  réduit  à 

'l[(_i)a3î,'i_  ,)=^  ,,  iiiiodSoi, 

efn'a  d'autre  solution  que  7.  =  3  =  o.  D'ailleurs  y  ^st  susceptible 
de  4  valeurs.  Donc. 

/'=  I,  t  —  L'=  .'..  r      I  . 

Si  ;■  =  I,  Il  contient  uu  seul  couplf  de  sulistilullims  A.  W.  l\llcs 
auront  pour  caractère  i,  car  autrenicul  mi  limilicrail  dans  un  cas 
d'exclusion  (iO).  Donc  \  contiendra  nue  sulislil  ni  inu  S  d'ordie  3 
qui  permute  eirculairement  A,  B,  Alî.  l'Jlc  sna  écliaiioeable  à  la 
substitution  /■  d'ordre  ,3^  — 1  =  80  i\u>-  \  cnnllriil  énalement. 
Donc  A  contient  S/'  d'ordre  2^0. 

Or  A  ne  peut  contenir  aucune  suhslilnliou  <\i-  ed   cndi<'. 

En  elîel.  son  iinyan  II  élaul   dérivé  de  \  couples  de  snlistil  n I  inns 

A, A,. 

H, B.. 

an.K  sidislil  nlinus  de  .\  coiresj)()ndr<inl  les  snl)st  11  ul  l(Uis  [taires 
dnn  ;ii(iu|>e  au.xliialic  ç^  à  8  variables  (mod  2):  et  les  substitutions 
(le    II   ;i\:inl    Itinlcs  pour  ordre  un  diviseui'  de  '|,  il  faudrait  que  .'^ 

C(Uilîiil    une   snbsl  11  ni  liiu    (buil    l'didre    lui    dixlsllile    par    ^-^60. 

I 

1, "ordre  de  y  serall  doue  divisible  par  !  l'I  par  "1.  Cela  ne  iienl 
a\'oli-    lien    <|ue    si     '^    esl     complexe    cl     produll     de    {\k-\\\    groupes 
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partiels  j^,,  4^^  à  4  variables,  le  premier  indécomposable  dordre 
(2^+  i).4,  le  second  décomposable  et  d'ordre  2. [2. 3]-. 

Toute  substitution  de  '^  est  le  produit  de  deux  autres  e,  et  i?^, 
échangeables  entre  elles  et  appartenant  respectivement  à  r ,  et 
à  J^.,.  Mais  1^,  ne  contient  aucune  substitution  d'ordre  >  5,  il 
faudrait  donc  supposer  que  S,  .est  d'ordre  5  et  par  suite  n.,  d'ordre 
divisible  par  12.  Mais  on  voit  aisément  que  r  ^,  ne  contient  aucune 
substitution  de  cet  ordre. 

Si  r  =  o,  A  contiendra  la  substitution  /  d'ordre  80.  Mais  A  ne 
pourra  la  contenir;  car  sa  construction  demandera  l'emploi  dun 
groupe  auxiliaire  J^  produit  de  deux  groupes  partiels;  l'un  i^,  à 
4  variables  (mod  2)  et  d'ordre  (2'--}-  i)  4»  l'autre  (^o  à  2  variables  et 
d'ordre    2.3.    La    substitution    de   j^   correspondant   à   f  devrait 

avoir  son  ordre  divisible  par  V  =  20  et  serait  de  la  forme  ?,F..  ; 

P,  serait  d'ordre  5,  l'ordre  de  G^  devrait  être  divisible  par  4,  cx'  qui 
est  impossible. 

156.  II.  Soit  p  ^  3,  co  =  3^  +  i  =  82.  Puisque  w  n'est  pas 
divisible  par  4;  on  a  /  =  i.  D'ailleurs  l'inégalité  (3),  qui  devient  ici 

,',(3*!^—  i)=o  (mod  82), 

n'est  satisfaite  que  pour  ji  =  o  et  y  n'est  susceptible  cjue  de  2  valeurs. 
Donc  t  —  t'=i,  r<2. 

A  contient  la  substitution/^  d'ordre  4i-  Elle  ne  peut  être  con- 
tenue dans  A  dont  l'ordre  est  2.2-'^"^"0,  0  désignant  l'ordre  d'un 
groupe  auxiliaire  (mod  2)  où  le  nombre  i{r  +  3)  des  variables  est  au 
plus  égal  à  10.  Or  aucun  de  ces  groupes  n'a  son  (irdre  divisible  par  4i. 

157.  III  et  IV.  Si  p  ^=  2  et  co  =  5- — 1  ou  3^  —  i,  on  tombe 
sur  des  cas  exclus  (42  et  58). 

158.  V.  Si  p  =  2  et  a)==5*+i,  on  aura  t  —  t'=i,  d'où 
r.  1,  r4-p<3;  A  contient  une  substitution  J"^  d'ordre  i3;  mais 
r<jrdre  de  A  ne  peut  être  divisible  par  i3. 

I5Î).    VI.    Si    p  =  2    et    co  =  3f'+i,    on    aura    encore    t  —  <'=i, 
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Si  r  =  i,  H  contiendra  un  couple  unique  A,  B,  de  caractère 
nécessairement  égal  à  i  ;  A  contiendra  une  substitution  d'ordre  3 
transformant  A,  B  en  B,  AB  et  une  autre  substitution  /^  d'ordre  5j 
H  contient  deux  couples  de  génératrices  A|,B|;  A.,,  B^.  Mais  de 
quelque  manière  que  soit  choisi  le  groupe  auxiliaire  qui  sert  à 
construire  A,  son  ordre  ne  peut  être  divisible  à  la  fois  par  3  et 
par  5. 

Si  r  =o,  A  contiendra  encore  f^,  mais  l'ordre  de  A  ne  peut  être 
divisible  par  5. 

1  iO.  Passons  aux  cas  où  p  =  i-  Désignant  respectivement  par 
S„,  Iji)  ^K  la  somme  des  caractères  des  couples  de  substitutions  qui 
engendrent  respectivement  H,  H,  K,  on  aura  dans  le  groupe  L" 

Et  pour  que  L"  admette  une  forme  invariante  non  nulle,  il  faut 
qu'on  ait 

T-+-iiî-)-2K=o  (moda)  (/2Î))- 

On  en  déduit 

T-h  2m  =  iii+ 2h  (moda). 

Or,  r  ne  peut  surpasser  p.  S'il  est  nul,  l„=o  etSii=i,  car  H 
ne  contient  qu'un  seul  couple,  qui  doit  avoir  i  pour  caractère, 
si  l'on  veut  éviter  de  tomber  sur  un  cas  exclu  (40). 

Si  r  =  I,  S|,  est  égal  à  i  ;  et  .\  a  son  ordre  divisible  par  3.  Pour 
qu'il  en  soit  de  même  pour  A,  il  faut  que  le  groupe  auxiliaire  à 
4  variables  (mod  2)  qui  sert  à  le  construire  soit  décomposable; 
auquel  cas  2^=  2. 

On   aura   donc   nécessairement 

T  +  2(/  =  I  (mod  2  ). 

Cette  condition  clanL  supposée  remplie,  nous  rencontrons,  si 
to  =  5 — -i  ou  3  +  1)  des  cas  d'exclusion  signalés  aux  n°*  45  et  44. 

Si  (0  =  7  -|-  I  ou  7  —  I,  L  ne  peut  être  contenu  dans  un  groupe  L 
de  troisième  catégorie,  c<^lui-ci  ne  pouvant  contenir  de  substitu- 
tion qui  multiplie  sa  forme  invaiiiinlc  <!>  par  1111  non  résidu  di-  - 
(car  2  est  non  résidu). 
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Mais  si  L  doit  être  employé  comme  groupe  auxiliaire  (ce  cjui 
suppose  ':  =  i),  L"  sera  contenu  dans  L"  ;  cas  d'exclusion  signalés 
aux  n°*  46  et  i'. 

141.  11  ne  reste  plus  pour  terminer  cette  laborieuse  dis- 
cussion qu'à  examiner  le  cas  où  p^i,  oj  =  5  +  i-  *-*ii  aura 
ici  t  —  ''=1,  d'où  )■  =  G.  Le  groupe  A  contiendra  la  substitu- 
tion /-  d'ordre  3  et  une  substitution  P'  qui  la  transforme 
en  son  carré.  Le  groupe  A  est  dérivé  d'un  couple  A,  B  et  d'une 
substitution  S  qui  permute  circulairement  les  substitutions  A, 
B,  AB.  Il  ne  contient  pas  la  substitution  qui  échange  A  et  B, 
laquelle  transformerait  S  en  S'';  car  cette  substitution  correspon- 
drait à  une  substitution  impaire  du  groupe  auxiliaire  et  2  n'est 
pas  l'ésidu  de  5.  Donc  A  ne  peut  contenir  A. 
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